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INTRODUZIONE 
 
Il mercato italiano è caratterizzato da un elevato tasso di risparmio al quale si 
contrappone un’insufficiente cultura finanziaria dei soggetti risparmiatori. 
Questo si riflette negativamente sulla composizione degli investimenti delle 
famiglie. In una situazione come questa c’è una forte esigenza di creare le 
condizioni favorevoli per convertire la sfiducia dei risparmiatori in sana e 
prudente consapevolezza del rapporto esistente tra rischio e rendimento. Per 
realizzare questo, è necessario che i mercati svolgano la loro funzione 
nell’interesse dell’investitore finale e che gli investimenti siano orientati verso le 
reali esigenze dei risparmiatori. Un altro fondamentale passo in direzione di un 
miglioramento dei mercati finanziari è rappresentato dalla diffusione di 
un’appropriata cultura finanziaria presso tutti i soggetti che operano al suo 
interno; ciò permetterebbe ai risparmiatori di comprendere interamente le 
caratteristiche dei prodotti loro offerti, specialmente per quanto concerne i rischi 
dei medesimi. Allo stato attuale sono mediamente diffuse alcune informazioni 
riguardanti diversi prodotti finanziari, anche strumenti derivati. Non possiamo 
dire altrettanto per i certificati, sebbene negli ultimi anni si stia sviluppando un 
crescente interesse verso questa forma di investimento. Questo cambiamento di 
direzione è dovuto ad almeno tre fattori: 
1. la creazione di proposte capaci di adeguarsi ai mutamenti dei mercati; 
2. la sinergia sempre più forte tra emittenti e reti bancarie; 
3. la constatazione di una particolare efficienza anche nei momenti negativi 
dei mercati. 
Il concetto, specifico dei certificati, di rinunciare ai dividendi in cambio di una 
forma di protezione dai ribassi del sottostante, ha funzionato per molti certificati 
ed ha permesso di migliorare gli investimenti caratterizzati da rendimenti 
negativi. È il caso del certificato di tipo Express oggetto del nostro studio. Con 
questo lavoro si cercherà di approfondire dal punto di vista matematico e 
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finanziario il profilo di rischio/rendimento di questa tipologia di certificato, per 
arrivare infine alla realizzazione di un opportuno modello di pricing per lo 
strumento. Lo studio è articolato in sei capitoli. 
Nel primo capitolo descriveremo i certificati, definendone le caratteristiche 
generali, le tipologie presenti sul mercato ed i rischi in capo all’investitore che 
sottoscriva questi strumenti finanziari. Successivamente faremo un’analisi del 
mercato europeo e di quello italiano, in particolare ci soffermeremo sul mercato 
ufficiale di riferimento di Borsa Italiana, il SeDex. 
Nel secondo capitolo affronteremo il mercato delle opzioni, definendo le due 
categorie principali di tali strumenti derivati: le opzioni di prima generazione e le 
opzioni esotiche. Analizzeremo le caratteristiche principali di entrambe le 
categorie e prenderemo in esame alcune tipologie di esse, limitandoci a 
presentare solo quelle strumentali alla comprensione del certificato Express. 
Nel terzo capitolo entreremo nello specifico del certificato oggetto di studio. Si 
procederà presentando le caratteristiche generali dello strumento, gli elementi 
caratteristici del contratto ed il suo funzionamento. Successivamente si analizzerà 
la sua struttura finanziaria, scomponendo lo strumento nelle varie opzioni da cui 
è costituito. Formalizzato il payoff , analizzeremo i vantaggi e gli svantaggi di un 
eventuale investimento in questo strumento ed esporremo i rischi specifici ad 
esso legati. 
Nel quarto capitolo verrà descritto il modello binomiale ed il suo funzionamento. 
Sulla base di questo modello otterremo una formula di valutazione che ci 
permetterà di ricavare un prezzo di questo strumento. L’attendibilità di questa 
formula si verificherà con esempi di applicazione a certificati Express con 
differenti caratteristiche. 
Nel quinto capitolo presenteremo il modello di Black-Scholes-Merton per il 
pricing di un’opzione europea scritta su di un sottostante che non paga dividendi 
durante la vita del derivato. Per spiegare questo metodo faremo una breve 
introduzione riguardante i modelli stocastici per i mercati finanziari, la quale ci 
aiuterà altresì nella comprensione del capitolo successivo. 
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Nel sesto ed ultimo capitolo infine, verrà presentato il metodo Monte Carlo, 
ovvero un metodo stocastico che ci permetterà di simulare il prezzo futuro dello 
strumento, con lo scopo di effettuarne un pricing. Questo verrà fatto attraverso 
l’uso dell’ambiente MATLAB e del suo linguaggio di programmazione. Dopo 
aver presentato le caratteristiche del modello, vedremo una sua applicazione ad 
un certificato teorico con lo scopo di effettuare un confronto del risultato con 
quello ottenuto dall’applicazione del modello binomiale al medesimo strumento. 
Successivamente applicheremo il programma computazionale per prezzare un 
certificato realmente scambiato sul mercato, e confronteremo il risultato ottenuto 
con il prezzo di emissione praticato dall’emittente. Questo ci permetterà di 
verificare empiricamente la bontà della nostra simulazione. 
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CAPITOLO 1 
I certificati 
 
I certificati sono strumenti finanziari di seconda generazione, che rientrano nella 
categoria dei cosiddetti prodotti strutturati. Essi compongono, insieme ai covered 
warrant, la famiglia dei derivati cartolarizzati (securitised derivative), i quali 
rappresentano una combinazione di contratti finanziari incorporati in un titolo, 
negoziabile al pari di un titolo azionario. Caratteristica di questi strumenti, è 
appunto quella di non essere contratti, bensì titoli
1
. Ciò comporta alcune 
conseguenze circa il loro regime di emissione e circolazione; l’aspetto più 
importante riguarda il fatto che gli investitori non possono assumere la posizione 
di venditore (writer), poiché essendo titoli, essi possono essere emessi soltanto da 
un intermediario finanziario o comunque da società o enti con particolari requisiti 
patrimoniali e di vigilanza, da stati e organismi internazionali. Inoltre, per evitare 
situazioni di conflitto di interesse l’emittente di un derivato cartolarizzato non 
può coincidere con l’emittente dello strumento sottostante. 
 
1.1 Caratteristiche  generali 
Non esistendo una definizione univoca di questi strumenti, possiamo avviare la 
nostra analisi da quella formulata da Mauro Camelia, che li definisce come 
“combinazioni di strategie di strumenti derivati o di attività finanziarie di base 
(obbligazioni in particolare) e derivati, grazie alle quali è possibile generare 
strumenti finanziari aventi caratteristiche specifiche proprie, sostanzialmente 
diverse da quelle delle attività da cui originano
2”. Un’altra definizione 
                                                          
1
 http://www.borsaitaliana.it/bitApp/glossary.bit?target=GlossaryDetail&word=Derivati%20Cartolarizzati. 
2
 CAMELIA M. “I certificati di investimento, mercati, strutture finanziarie, strategie gestionali”, Edizioni Il 
Sole 24 Ore (2009), p. 9. 
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importante è quella fornita dall’ACEPI3: “i certificati sono strumenti finanziari 
che si caratterizzano per un’ampia varietà di profili rischio/rendimento e 
consentono pertanto di realizzare soluzioni finanziarie in linea con esigenze di 
investimento diverse
4”. Da queste definizioni risulta evidente come la 
caratteristica principale e al tempo stesso il segno distintivo di questi strumenti 
sia la possibilità di parametrare lo strumento stesso attorno a quelle che sono le 
caratteristiche del soggetto investitore, il quale potrà scegliere tra un’elevata 
gamma di prodotti, quello più idoneo al suo profilo di rischio. Per definire il 
profilo dell’investitore si prendono in considerazione le seguenti caratteristiche:  
 grado di propensione al rischio; 
 attività di riferimento; 
 orizzonte temporale di investimento; 
 aspettative di mercato. 
Conoscendo le preferenze degli investitori, grazie ai derivati che compongono il 
certificato, è possibile realizzare lo strumento che meglio si adatta alle esigenze 
del mercato (Figura 1). 
       
 PREFERENZE 
INVESTITORE 
+ 
COMPONENTI 
DERIVATIVE 
= CERTIFICATO 
 
       
Figura 1: Elementi principali di un certificato 
Interpretando in questo modo il prodotto certificato è possibile costruire delle 
macrocategorie di questi strumenti finanziari, tenendo conto del diverso profilo  
di rischio/rendimento atteso. 
                                                          
3
 ACEPI (Associazione Italiana Certificati e Prodotti di Investimento) : nasce sull’esempio di altri Paesi 
europei come Germania e Svizzera, per promuovere in Italia una cultura evoluta dei prodotti 
d’investimento, in particolare certificati. ACEPI ha lo scopo di promuovere l’interesse e la conoscenza nei 
confronti dei certificati e prodotti di investimento presso i risparmiatori e di favorire lo sviluppo di 
mercati (primario o secondario) efficienti e trasparenti per tali prodotti. 
4
 http://www.acepi.it/educational/conoscere_i_certificati/cosa_sono/. 
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1.2 Tipologie di certificati 
Le tipologie di certificati, caratterizzate da livelli progressivamente crescenti di 
rischio sono le seguenti (Figura 2): 
 protezione del capitale; 
 capitale condizionatamente protetto (yield enhancement); 
 capitale non protetto; 
 a leva (leverage). 
 
Figura 2: Macrocategorie di certificati 
I certificati a protezione del capitale, i quali rientrano nella categoria degli  
investment certificate, sono “strumenti che offrono la possibilità di investire in 
attività finanziarie garantendo la tutela del capitale investito, se sottoscritti 
durante la fase di collocamento e detenuti fino al rimborso dello strumento. Se 
acquistati sul mercato secondario consentono di definire le performances minime 
ottenibili alla scadenza
5”. Consentono quindi di partecipare al rialzo/ribasso 
                                                          
5
 http://www.acepi.it/educational/mappa_dei_certificati/. 
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dell’attività sottostante, assicurando il rimborso totale o parziale alla scadenza del 
capitale investito. In fase di emissione del prodotto viene definito il livello di 
protezione, che può essere pari al totale del capitale investito (    ) oppure 
parziale (ad esempio     o    ). Anche nel caso in cui il sottostante raggiunga 
la soglia di protezione prestabilita, al ribasso oppure al rialzo a seconda della 
tipologia di certificato, l’importo di liquidazione a scadenza non sarà comunque 
inferiore a tale soglia. Questa soglia rappresenta, quindi, l’importo minimo del 
capitale investito recuperabile. Inoltre può essere prevista un’opzione detta Cap, 
ossia un limite massimo al guadagno per l’investitore. Questa clausola è 
maggiormente presente nei certificati in cui la protezione del capitale nominale è 
totale. In sintesi, questi strumenti proteggono il capitale senza escludere i 
guadagni derivanti dalle eventuali performance positive/negative del sottostante. 
Essi sono adatti principalmente ad investitori che intendono diversificare il 
proprio portafoglio ma che, al contempo, siano caratterizzati da una bassa 
propensione al rischio, che impedisce loro di investire direttamente in mercati 
rischiosi. Pertanto, questi strumenti permettono a questa tipologia di investitori di 
minimizzare il costo opportunità connesso allo “star fuori dal mercato”. Fanno 
parte di questa categoria di certificati gli Equity Protection, i Butterfly, i Duble 
Win e i Relative Value.  
Gli yield enhancement sono certificati a capitale condizionatamente protetto 
che, “a differenza dei certificati a capitale garantito, non assicurano il rimborso 
a scadenza del valore nominale
6”. Consentono quindi di puntare sul rialzo 
dell’attività sottostante e contemporaneamente di proteggere il capitale investito, 
a condizione che il sottostante non tocchi la barriera di protezione durante tutta la 
vita del certificato o solamente alla scadenza. Alcune tipologie di certificati 
consentono di guadagnare anche in caso di ribassi contenuti. In sostanza, in sede 
di emissione si stabilisce il livello di protezione e, fintantoché questo livello non 
viene raggiunto, la protezione rimane efficace: anche in caso di ribasso del 
sottostante l’investitore recupera il capitale investito o addirittura, come nel caso 
dei Twin Win, guadagna un rendimento positivo pari alla performance negativa 
                                                          
6
 http://www.certificatiederivati.it/page.asp?IDM=88&IDSM=8807. 
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del sottostante (fino e non oltre il livello della barriera). Nel caso contrario, in cui 
il livello di barriera venisse raggiunto, verrebbe meno la protezione del capitale 
investito ed il certificato si comporterebbe come un certificato a capitale non 
protetto. Un altro caso particolare di questi strumenti è rappresentato dall’Airbag 
certificate, il quale, nel caso di raggiungimento del livello barriera, ammortizza 
la performance negativa dell’attività sottostante moltiplicando il livello raggiunto 
per un fattore maggiore di uno, il quale consente di subire perdite inferiori 
rispetto all’investimento diretto nel sottostante (godendo così di un effetto 
“paracadute”). Un’altra peculiarità di questa classe di prodotti è la possibilità, per 
alcune tipologie di questi, di estinguersi prima della naturale data di scadenza. A 
determinate date intermedie di rilevazione, se il livello del sottostante si colloca 
al di sopra di una certa soglia predefinita in sede di emissione, è prevista la 
liquidazione del capitale investito maggiorato di un rendimento, anch’esso 
predefinito in sede di stipulazione. La classe dei certificati a capitale 
condizionatamente protetto è caratterizzata per un downside risk nel complesso 
più contenuto rispetto alle attività sottostanti, pur non assicurando il rimborso del 
capitale investito alla scadenza. Essi presentano, di conseguenza, molti elementi 
in comune con i tradizionali titoli a reddito fisso, ma si differenziano proprio per 
il rischio di perdita parziale o totale del capitale investito. Per questo sono 
strumenti indirizzati soprattutto ad investitori dinamici. Rientrano in questa 
categoria di certificati gli Airbag, i Bonus, i Cash Collect, gli Express ed i Twin 
Win.  
I certificati a capitale non protetto comprendono i certificati “diretti a 
riprodurre il profilo di rischio/rendimento atteso dell’attività sottostante, 
configurandosi come strumenti di diversificazione all’interno di portafogli di 
investimento
7”. Questi prodotti consentono agli acquirenti di investire in un 
determinato sottostante esponendosi alla performance di quest’ultimo, sia al 
ribasso che al rialzo in maniera proporzionale oppure più che proporzionale. 
Solitamente i sottostanti di questi certificati sono indici, commodities, panieri; in 
generale sono sottostanti non facilmente raggiungibili da un risparmiatore 
                                                          
7
 CAMELIA, op. cit., p. 13. 
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individuale con un investimento diretto. Tra i più diffusi certificati a capitale non  
protetto figura il Benchmark certificate, il cui valore in ogni momento è pari al 
valore dell’attività sottostante meno il valore attuale dell’eventuale flusso di 
dividendi atteso fino alla data di scadenza del Benchmark. Questa categoria di 
certificati è indirizzata ad investitori aventi un profilo di rischio allineato a quello 
delle attività sottostanti i certificati. Rientrano in questa categoria i Benchmark, i 
Discount e gli Outperformance. 
Per finire i certificati a leva, detti anche leverage, sono strumenti che “replicano 
l’andamento di uno strumento finanziario sottostante, permettendo di 
partecipare, con un effetto leva, alla sua performance e questo sia per i 
movimenti al rialzo (bull certificate) che per i movimenti  al ribasso (bear 
certificate)
8”. Grazie a questa leva quindi, questi certificati pagano rendimenti 
amplificati, sottoponendo l’acquirente ad un rischio superiore poiché le 
performance del sottostante vengono moltiplicate, sia che si tratti di guadagni, sia 
che si tratti di perdite. È previsto anche un meccanismo di stop loss: se il 
sottostante raggiunge un determinato livello di barriera, il certificato si estingue 
ed il sottoscrittore perde la totalità del capitale investito. Per questi motivi, questa 
tipologia di strumenti è indicata in particolar modo ad investitori con una elevata 
propensione al rischio. Rientrano in questa categoria di certificati i Mini Future, i 
Turbo e gli Short. 
 
1.3 Rischi generali dei certificati 
L’investimento in certificati espone l’acquirente alle seguenti tipologie di rischio: 
 rischio di mercato; 
 rischio di liquidità; 
 rischio emittente. 
                                                          
8
 MANGIA M. “Covered Warrant e Certificates, una guida pratica ai Securitised Derivatives”, Franco 
Angeli Editore (2006), p. 117. 
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Il rischio di mercato è dovuto alla correlazione del prezzo dei certificati con le 
variazioni che intervengono nel valore di mercato delle attività sottostanti. 
Queste ultime sono riconducibili, a loro volta, alle possibili variazioni dei tassi 
d’interesse, dei tassi di cambio e, più in generale, di tutti i fattori di mercato ai 
quali sono esposti i prezzi delle attività di riferimento dei certificati. 
Il rischio di liquidità è collegato alle eventuali difficoltà che possono insorgere 
all’atto della smobilitazione dei certificati prima della loro scadenza naturale. 
Questo tipo di rischio tende a ridursi in presenza di mercati secondari, quali il 
SeDex di Borsa Italiana, in cui i certificati possono essere negoziati tramite 
l’interposizione di market maker in grado di assicurare differenziali denaro-
lettera (bid-ask spread) e volumi adeguati. 
Il rischio emittente è dovuto all’eventualità che l’emittente non sia in grado di 
adempiere gli obblighi contrattuali collegati allo strumento finanziario. Ciò 
comporta che il valore di rimborso dei certificati, tranne i casi in cui l’emissione 
sia accompagnata dalla costituzione di garanzie collaterali, sia direttamente 
collegato al merito creditizio dell’emittente. 
 
1.4 Mercato dei certificati in Europa 
I certificati rappresentano uno dei prodotti finanziari di maggior successo degli 
ultimi dieci anni. Questi strumenti hanno visto in pochi anni aumentare in 
maniera considerevole i volumi scambiati, i mercati di quotazione, la varietà e il 
numero dei prodotti offerti. Il mercato europeo si caratterizza per una forte 
crescita del settore, rallentata solamente per un breve periodo di tempo dalla crisi 
finanziaria del     . Attualmente i certificati sono quotati in almeno quattordici 
borse europee, anche se oltre il     dell’emesso e dei volumi scambiati si 
concentra nei primi cinque mercati
9
, che sono, oltre a SeDex di Borsa Italiana, il 
segmento Euwax della Borsa di Stoccarda, il gruppo Scoach attraverso i due 
mercati controllati di Francoforte e di Zurigo e il mercato paneuropeo di Nyse 
Euronext. Numerosi sono gli elementi che accomunano queste Borse: le tipologie 
                                                          
9
 CAMELIA, op. cit., p. 24. 
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di certificati quotati sono in gran parte le stesse su tutti i mercati, così come le 
banche emittenti, tra le quali operano grandi gruppi internazionali attivi 
contemporaneamente in più paesi (ad esempio Bnp Paribas e Deutsche Bank). 
Infine anche la normativa europea che disciplina i mercati finanziari sta 
attraversando un processo di armonizzazione promosso attraverso direttive 
comunitarie, al fine di favorire la standardizzazione dei prodotti offerti. 
In Figura 3 riportiamo i dati tratti dall’EUSIPA10,11: si evidenzia il numero delle 
nuove quotazioni nel quarto trimestre del     , divise per tipologie di certificati. 
 
Figura 3: Diffusione dei certificati in Europa nel quarto trimestre del 2013 
Come possiamo vedere la Germania è il più grande mercato europeo di 
certificati
12
: uno dei fattori di successo del mercato tedesco è la vasta platea di 
investitori individuali che gestiscono direttamente i propri risparmi invece di 
delegare questa attività a forme di gestione collettiva come i fondi comuni. Per 
quanto riguarda l’Italia invece, il mercato è ancora ristretto nonostante la crescita 
degli ultimi anni: come volume di nuove emissione si posiziona ultima tra i 
membri EUSIPA, con numeri inferiori persino all’Austria. 
 
 
                                                          
10
 EUSIPA (European Structured Investment Products Associations) : associazione europea “ombrello” 
creata per promuovere gli interessi del mercato retail dei prodotti di investimento strutturati. Il suo 
scopo principale è di coordinare le iniziative di trasparenza a livello europeo e di supportare la 
definizione e l’adozione di standard di mercato, per migliorare la trasparenza di mercato su base 
globale. Monitora i mercati dei suoi Associati, rendendo i report disponibili pubblicamente. 
11
 http://eusipa.org/press-releases/market-reports. 
12
 In Germania nel 1989 è apparso il primo certificato della storia, un Benchmark Certificate su indice 
Dax emesso da Dresdner Bank. 
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1.5 Mercato dei certificati in Italia 
Nell’ultimo trimestre del      il mercato italiano ha registrato l’emissione di 
    nuovi certificati, di cui     quotati direttamente sul mercato secondario 
SeDex
13
 e    offerti sul mercato primario14. Nel solo mese di gennaio      sono 
stati quotati sul SeDex     nuovi certificati15, a conferma del crescente interesse 
da parte dei soggetti investitori verso questa tipologia di strumenti. 
In Figura 4 sono riportati i dati forniti dall’ACEPI16 riguardanti l’evoluzione del 
mercato primario dei certificati in Italia a partire dal     . La linea di tendenza 
evidenzia bene il trend positivo degli investimenti in questi strumenti. 
 
Figura 4: Mercato primario dei certificati in Italia 
Quando un’emittente decide di collocare un nuovo certificato, può decidere di 
farlo direttamente in Borsa (mercato secondario) oppure di offrirlo alla clientela 
attraverso un collocamento (mercato primario). Questo avviene tramite la rete di 
filiali o tramite una rete di promotori finanziari di un distributore esterno, cui 
                                                          
13
 Le statistiche del mercato SeDex di Borsa Italiana vengono pubblicate mensilmente, per cui il dato 
trimestrale è risultato dai seguenti tre report mensili: 
http://www.borsaitaliana.it/borsaitaliana/statistiche/mercati/sedexstat/2013/sedexstat201310_pdf.htm, 
http://www.borsaitaliana.it/borsaitaliana/statistiche/mercati/sedexstat/2013/sedexstat201311_pdf.htm, 
http://www.borsaitaliana.it/borsaitaliana/statistiche/mercati/sedexstat/2013/sedexstat201312_pdf.htm. 
14
 http://www.acepi.it/dati/. 
15
 http://www.borsaitaliana.it/borsaitaliana/statistiche/mercati/sedexstat/2014/sedexstat201401_pdf.htm. 
16
 http://www.acepi.it/dati/. 
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solitamente segue la quotazione su una delle sedi di negoziazione previste 
dall’attuale normativa, che comprendono: 
 mercati regolamentati (SeDex); 
 sistemi multilaterali di negoziazione o multilateral trading facilities (tra i 
quali EuroTLX, all’interno del quale il segmento Cert-X è dedicato alla 
negoziazione degli investment certificate); 
 internalizzatori (tra i quali l’internalizzatore sistematico di Fineco Bank). 
In caso di collocamento o di offerta pubblica di sottoscrizione l’emittente 
definisce le condizioni di prezzo e di quantità dello strumento oggetto 
dell’offerta; successivamente, durante il periodo di sottoscrizione (in genere 
alcune settimane), gli investitori hanno la possibilità di sottoscrivere il prodotto 
offerto al prezzo di emissione. Al termine del mercato primario, il certificato 
collocato viene quotato solitamente sul mercato secondario. In questo mercato gli 
investitori hanno la possibilità di rivendere il certificato in qualsiasi istante, 
aumentare la propria esposizione o semplicemente monitorare nel tempo il valore 
del proprio investimento. Elemento fondamentale affinché l’investitore possa 
negoziare i certificati con rapidità e in modo trasparente è la presenza di un 
mercato secondario efficiente che in Italia è rappresentato dal SeDex. 
 
1.6 SeDex di Borsa Italiana 
Il SeDex, Securities Derivative Exchange, è il mercato regolamentato telematico 
di Borsa Italiana nel quale è possibile negoziare i certificati e seguire in tempo 
reale l’andamento del valore dei propri investimenti. Questo mercato nasce nel 
     come mercato di Borsa Italiana dedicato alla negoziazione di certificati e 
covered warrant. Nel corso degli anni, il numero dei certificati, la varietà di 
tipologie quotate ed i relativi volumi scambiati sono cresciuti progressivamente, 
al punto da far diventare SeDex uno dei maggiori mercati in Europa in termini di 
volumi scambiati. Data la vastità di strumenti quotati, SeDex è stato suddiviso in 
quattro segmenti, in modo da creare della macroclassi omogenee in cui 
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distinguere le diverse tipologie di prodotti. Le prime due riguardano gli strumenti 
covered warrant, mentre le restanti due comprendono gli strumenti certificate. 
La suddivisione in segmenti non prevede modalità di negoziazione diverse tra 
strumenti quotati nell’uno o nell’altro comparto, ma è finalizzata a consentire 
agli investitori di avere un’informativa chiara sulle caratteristiche dei securitised 
derivative quotati nel mercato telematico. I quattro segmenti sono: 
1. covered warrant plain vanilla; 
2. covered warrant strutturati / esotici; 
3. leverage certificate; 
4. investment certificate. 
I covered warrant plain vanilla dal punto di vista economico-finanziario sono 
opzioni call o put che conferiscono all’investitore la facoltà di acquistare o 
vendere, alla o entro la data di scadenza, un certo quantitativo del sottostante ad 
un prezzo prestabilito. 
I covered warrant strutturati / esotici sono costruiti come combinazioni delle 
opzioni del segmento uno, oppure caratterizzati dalla presenza al proprio interno 
di una o più opzioni esotiche. 
I leverage certificate sono strumenti che replicano l’andamento dell’attività 
sottostante permettendo di partecipare alla sua performance con un effetto leva. 
È prevista l’estinzione anticipata al raggiungimento della barriera di stop loss in 
caso di andamento sfavorevole del sottostante. Rientrano in questa categoria i 
Mini Future. 
Gli investment certificate rappresentano la gamma più ampia di strumenti. Tale 
comparto è suddiviso in due classi: 
 classe A: è riservata ai certificati che replicano l’andamento dell’attività 
sottostante non incorporando alcun effetto leva, come i Benchmark e gli 
Open End; 
 classe B: è riservata a tutte le altre tipologie di investment certificate: 
Airbag, Bonus, Discount, Double Up, Equity Protection, Express, 
Outperformance, Twin Win e ad altre tipologie di minore diffusione, 
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strutturate dagli emittenti come una combinazione delle tipologie 
precedenti e finalizzate a soddisfare esigenze di investimento specifiche. 
Sul mercato SeDex a fine dicembre      erano quotati       certificati, di cui 
    investment certificate e     leverage certificate17. 
Nel corso degli anni l’offerta di certificati sul mercato telematico SeDex si è 
progressivamente ampliata: il listino dei certificati quotati all’inizio del      
comprendeva     strumenti18, la metà circa dei       attuali. Negli anni 
successivi il mercato è cresciuto a ritmi sostenuti, in particolare il segmento degli 
investment certificate, grazie ad una combinazione di fattori tra cui l’aumento del 
numero di emittenti che quotano i propri certificati, l’ideazione e la messa in 
commercio di nuove strutture finanziarie e la costante apertura a nuove classi di 
sottostanti come le commodity, i tassi di interesse ed i mercati emergenti. 
Le principali tipologie di certificati scambiati sono i Leva Fissa che nel periodo 
gennaio – dicembre      hanno registrato volumi pari a         milioni di euro. 
Al secondo posto si collocano gli Express, che nello stesso periodo di tempo 
hanno realizzato volumi per         milioni di euro19. In Tabella 1 sono elencati, 
  TIPOLOGIA 
NUMERO DI 
CONTRATTI 
VOLUMI (MLN DI €) 
GEN-DIC 2013 
QUOTA DEI 
VOLUMI 
  Benchmark 3˙142 36,7 0,37% 
  Bonus 57˙279 949,9 9,53% 
  Capitale Protetto 68˙698 914,9 9,17% 
  Discount 791 17,1 0,18% 
  Express 84˙139 1˙680,1 16,85% 
  Outperformance 25˙416 434,2 4,35% 
  Stop Loss 3˙299 15,8 0,16% 
  Stop Loss R 131˙635 509,1 5,11% 
  Leva Fissa 566˙989 5˙411,6 54,28% 
  TOTALE 941˙388 9˙969,3 100% 
Tabella 1: Numero di contratti e volumi per tipologia di certificati quotati 
                                                          
17
 http://www.borsaitaliana.it/borsaitaliana/statistiche/mercati/sedexstat/2013/sedexstat201312_pdf.htm. 
18
 CAMELIA, op. cit., p. 33. 
19
 http://www.borsaitaliana.it/borsaitaliana/statistiche/mercati/sedexstat/2013/sedexstat201312_pdf.htm. 
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per categoria di certificato, il numero di contratti scambiati e il controvalore di 
questi scambi espresso in milioni di euro, effettuati nel periodo che va da gennaio 
a dicembre     . Il grafico di Figura 5 riporta invece le quote di questi volumi 
per tipologia di certificato. I dati anche in questo caso sono forniti da SeDex di 
Borsa Italiana
20
. 
 
Figura 5: Quote controvalore dei volumi per tipologia di certificato sul mercato SeDex 
Dal punto di vista normativo il SeDex è un mercato regolamentato e questo 
significa che il mercato, le emittenti ed i loro prodotti quotati sono sottoposti a 
vigilanza da parte della Consob, l’autorità di sorveglianza e regolamentazione dei 
mercati finanziari. Essendo un mercato regolamentato rappresenta un elemento di 
particolare tutela nei confronti dei numerosi investitori non professionali che 
operano ogni giorno con i securitised derivative. E proprio la tutela degli 
investitori, unitamente alla massimizzazione dell’efficienza e della trasparenza 
del mercato, costituisce uno dei punti cardine su cui è fondato l’impianto 
                                                          
20
 Ibidem. 
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normativo di SeDex. Nel rispettare questi principi Borsa Italiana si prende in 
carico le seguenti attività: 
 attività di vigilanza; 
 informativa di mercato; 
 prospetti di quotazione. 
L’attività di vigilanza consiste nel vigilare sull’ordinato svolgimento delle 
negoziazioni, per assicurare il corretto funzionamento del mercato, sanzionando i 
soggetti che non rispettino gli obblighi stabiliti. 
L’informativa di mercato permette di definire gli obblighi informativi in capo 
agli emittenti di certificati, verificandone il rispetto. L’emittente che quota un 
certificato su SeDex deve sottostare ad una serie di regole che gli impongono di 
informare il mercato attraverso Borsa Italiana su tutti gli eventi rilevanti che 
coinvolgono un certificato durante la sua vita. 
I prospetti di quotazione sono la base sulla quale avviene la quotazione dei 
certificati su SeDex. Questi prospetti devono essere autorizzati dalla Consob 
oppure da un’altra autorità equivalente europea. 
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CAPITOLO 2 
Il mercato delle opzioni 
 
Un’opzione è uno strumento derivato (detto anche semplicemente derivato), 
ovvero un contratto od un titolo il cui prezzo derivi dal valore di uno o più beni 
sottostanti, i quali possono essere ad esempio azioni, tassi d’interesse, valute. 
Anche se il concetto di opzione era già noto da tempo, è solamente con 
l’istituzione del Chicago Board of Options Exchange (CBOE)21 nell’ottobre del 
1973 che avviene il vero e proprio sviluppo delle contrattazioni di opzioni, grazie 
anche alla seguente crescita di sicurezza che un mercato regolamentato poteva 
dare agli operatori finanziari. Oggi le opzioni vengono scambiate nei mercati 
regolamentati di tutto il mondo e anche nei mercati over the counter da banche e 
da altre istituzioni finanziarie. La loro diffusione presso una così vasta platea di 
operatori ha promosso il loro sviluppo ed al giorno d’oggi ne esiste una 
vastissima gamma di tipologie. Per poterne dare una classificazione funzionale 
alla comprensione del presente lavoro esamineremo le caratteristiche generali di 
questo particolare tipo di contratto, poi passeremo ad analizzare le tipologie di 
opzioni che serviranno nello specifico a definire e comporre lo strumento 
Express certificate. 
 
2.1 Caratteristiche generali 
“Le opzioni sono contratti a termine che prevedono per una controparte 
(holder), dietro il pagamento di una data somma, la possibilità di effettuare o 
meno una futura transazione e per l’altra controparte (writer) l’obbligo di 
adeguarsi alle decisioni della prima controparte
22”. Un’opzione quindi è un 
contratto che conferisce all’acquirente la facoltà, ma non l’obbligo, di acquistare 
                                                          
21
 Il Chicago Board of Options Exchange è il primo mercato opzionario del mondo. 
22
 ORSI F. “Strategie di copertura da rischio finanziario”, Plus (2011) p. 18. 
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(opzione di tipo call) o di vendere (opzione di tipo put) una determinata attività 
sottostante (azioni, indici azionari, merci, tassi di interesse, tassi di cambio) ad un 
prezzo prefissato e a una data stabilita (opzione di tipo europeo) oppure entro una 
data stabilita (opzione di tipo americano). La sua peculiarità è dunque la 
possibilità per il sottoscrittore di acquistare/vendere  a seconda che l’esercizio 
dell’opzione risulti a lui economicamente conveniente. Per questo sono detti 
strumenti derivati asimmetrici. Le opzioni sono state concepite per ridurre i rischi 
degli operatori economici, ma possono essere utilizzate anche a scopi speculativi: 
queste speculazioni possono generare grandi guadagni ma possono produrre 
anche ingenti perdite, arrivando fino alla perdita della totalità del capitale 
investito. 
 
2.2 Opzioni di prima generazione 
Rappresentano la tipologia di opzioni più semplice e sono conosciute anche col 
nome di plain vanilla options (dall’inglese “vaniglia semplice”, considerata la 
richiesta di gelato più semplice che ci sia). I principali elementi che 
caratterizzano questi contratti sono: 
 le controparti del contratto (holder e writer); 
 il valore nominale; 
 l’attività sottostante; 
 la data di stipulazione e la data di scadenza, ovvero la data prevista per 
l’esercizio dell’opzione. Se si tratta di un’opzione europea, questa data 
rappresenta il giorno in cui può essere esercitata l’opzione, se si tratta di 
un’opzione americana, questa data rappresenta il giorno entro il quale può 
essere esercitata l’opzione; 
 il prezzo di esercizio (strike price); 
 il costo di acquisto dell’opzione (premio). 
Il valore di mercato dell’opzione al tempo   è dato dalla somma di due 
componenti, il valore intrinseco e il valore temporale. 
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Il valore intrinseco è il valore dell’opzione che otterrei se potessi esercitarla ad 
un’epoca   precedente la scadenza ed è pari alla differenza tra il prezzo di 
mercato del sottostante e lo strike price dell’opzione.  
Il valore temporale è invece  ottenuto come differenza tra il prezzo dell’opzione 
e il valore intrinseco e rappresenta quindi il valore derivante dalla sua vita 
residua. 
La distanza esistente tra il prezzo del sottostante ed il prezzo d’esercizio consente 
di operare una classificazione delle opzioni, sulla base di quella che in termini 
tecnici viene chiamata moneyness: 
 opzione in the money: se esercitata permette di conseguire un profitto, 
avendo un valore intrinseco sempre positivo; 
 opzione at the money: ha valore intrinseco nullo, quindi se esercitata non 
originerebbe né perdite né profitti. Il suo valore è dato dal solo valore 
temporale; 
 opzione out of the money: non ha valore intrinseco perché se venisse 
esercitata genererebbe una perdita. Anche in questo caso il valore è dato 
dal solo valore temporale. 
La convenienza ad esercitare l’opzione è riportata in Tabella 2 ed è opposta per 
opzioni call e put. 
 CONVENIENZA AD ESERCITARE 
 CALL PUT 
     in the money out of the money 
     at the money at the money 
     out of the money in the money 
Tabella 2: Moneyness o convenienza ad esercitare l'opzione 
Il valore di un’opzione europea alla scadenza è determinato da due sole variabili, 
il prezzo di esercizio (che indicheremo con  ) ed il prezzo dell’attività 
sottostante (che indicheremo con   : prezzo dell’attività sottostante al tempo  ). 
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Queste sono le posizioni che  si possono assumere su un contratto di opzione: 
 acquisto call; 
 vendita call; 
 acquisto put; 
 vendita put. 
 
Figura 6: Profili dei profitti e delle perdite di opzioni call  e put 
 
Se acquisto la call il valore a scadenza sarà il valore massimo tra   e     . Nel 
caso in cui si verificasse      avrei convenienza ad esercitare l’opzione e 
realizzerei un profitto pari a     . Viceversa, se      non eserciterei 
l’opzione, preferendo acquistare sul mercato l’attività sottostante a minor prezzo. 
La perdita massima per una posizione holder su call è pari al premio pagato per 
comprare l’opzione mentre il profitto è teoricamente illimitato. 
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La vendita della call produce un payoff uguale e di segno opposto rispetto a 
quello prodotto dall’acquisto della medesima. La posizione writer su call realizza 
alla scadenza un profitto massimo limitato al premio incassato a fronte  di una 
perdita potenzialmente illimitata. È la posizione più rischiosa tra le quattro 
esposte in Figura 6 (Pagina 22). 
L’acquisto della put mi produce a scadenza un payoff pari al massimo tra   e  
    . Quindi se     , l’acquirente dell’opzione non la esercita perché ha 
convenienza a vendere direttamente l’attività sottostante sul mercato. Viceversa, 
se      il sottoscrittore ha convenienza ad esercitarla in quanto può vendere 
l’attività sottostante ad un prezzo superiore a quello di mercato. Il soggetto 
acquirente beneficia quindi dei ribassi del sottostante. Il suo profitto massimo è 
dato dal prezzo di esercizio (al netto del premio pagato per acquistare l’opzione), 
mentre la sua perdita massima è proprio il costo del contratto di opzione. 
La vendita della put infine produce un risultato speculare a quello ottenuto dal 
compratore della medesima. Il profitto massimo è pari al premio incassato dalla 
stipulazione del contratto di opzione, mentre la perdita massima è pari a      
nell’ipotesi (abbastanza teorica) di azzeramento del prezzo del sottostante. 
Come si stabilisce il valore di un’opzione? E’ noto che “il valore di un’opzione 
dipende dal prezzo di esercizio stabilito  , dal prezzo del sottostante   e dalla 
sua volatilità, dal tempo residuo alla scadenza  , dal tasso privo di rischio e dai 
dividendi previsti durante la vita dell’opzione23”.  Quindi sappiamo che a 
scadenza il prezzo di un’opzione coincide con il valore intrinseco, mentre in una 
qualsiasi epoca precedente la scadenza, esso è in funzione dei seguenti fattori: 
 prezzo dell’attività sottostante; 
 prezzo di esercizio dell’opzione; 
 volatilità del sottostante; 
 vita residua dell’opzione; 
 tasso di interesse per investimenti privi di rischio; 
 dividendi. 
                                                          
23
 ORSI F. “Misurazione del rischio di mercato”, Plus (2009), p. 62. 
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Il prezzo dell’attività sottostante è il fattore che maggiormente influenza il 
prezzo delle opzioni. Infatti se il valore di mercato del sottostante è molto 
maggiore (per le opzioni call) o molto minore (per le opzioni put) del prezzo di 
esercizio, le altre variabili assumono un peso trascurabile nel processo di 
determinazione del valore dell’opzione. Per le opzioni call il valore aumenta al 
crescere del prezzo del sottostante e diminuisce al suo decrescere. Mentre per le 
opzioni put vale il contrario, per cui il loro valore cresce al diminuire del prezzo 
del sottostante e decresce al suo aumentare. 
Il prezzo di esercizio dell’opzione incide sul suo prezzo in senso opposto 
rispetto al prezzo dell’attività sottostante. Quindi maggiore è il prezzo di 
esercizio e minore sarà il valore dell’opzione call, che  risulterà essere sempre 
out o the money (per la put vale la considerazione inversa). 
La volatilità dell’attività sottostante è una variabile che misura l’incertezza sul 
comportamento futuro del prezzo del sottostante. Una maggiore volatilità 
significa una maggiore oscillazione del prezzo, ovvero una maggiore probabilità 
che il prezzo dell’attività sottostante possa aumentare o diminuire rispetto al 
livello corrente. Per l’acquirente dell’opzione ad una maggiore volatilità 
corrisponde una maggiore possibilità di fare un profitto, mentre le perdite 
risultano sempre limitate al premio pagato, non essendo interessate dal valore 
della volatilità
24
. Quindi il fattore volatilità esercita un effetto positivo su 
entrambe le tipologie di opzioni (call e put) e quest’effetto si produce sul valore 
temporale e non sul valore intrinseco. 
La vita residua dell’opzione influisce positivamente sul valore delle opzioni call 
e put, in quanto più si è lontani dalla scadenza dell’opzione e maggiore 
probabilità ci sono che l’opzione possa essere convenientemente esercitata. 
Il tasso di interesse per investimenti privi di rischio si utilizza per determinare 
il  prezzo a termine dell’attività sottostante. Al suo aumentare quindi aumenta il 
                                                          
24
 In finanza si è generalmente abituati a pensare alla volatilità come ad un fattore di rischio, quindi 
come ad un fattore che influisce negativamente sul prezzo; nel mercato delle opzioni invece un suo 
aumento fa aumentare il prezzo dell’opzione. Questo è dovuto al fatto che l’opzione può anche non 
essere esercitata dal possessore per cui si considera solo la parte “buona” della volatilità, che per le 
opzioni call è il caso di aumento del prezzo, mentre per le opzioni put è il caso di diminuzione del prezzo. 
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prezzo a termine del sottostante e conseguentemente aumenta il prezzo 
dell’opzione call e diminuisce il prezzo dell’opzione put. 
I dividendi sono un trasferimento di ricchezza verso gli azionisti. Quando si ha 
una distribuzione di dividendi si ha una riduzione (teorica) del prezzo dell’azione 
o dell’indice di riferimento, in corrispondenza della data in cui si mettono in 
pagamento. Questo evento influenza negativamente il prezzo dell’opzione call e 
positivamente il prezzo dell’opzione put. 
In Tabella 3 vengono riportate tutte le variabili interessate e gli effetti che 
producono sui prezzi delle opzioni. 
VARIAZIONE POSITIVA (+) 
DEL VALORE DELLA 
VARIABILE DI MERCATO 
EFFETTO SUL PREZZO 
DELL’ OPZIONE CALL 
EFFETTO SUL PREZZO 
DELL’OPZIONE PUT 
Prezzo del sottostante + - 
Prezzo di esercizio - + 
Volatilità del sottostante + + 
Vita residua + + 
Tasso di interesse risk free + - 
Dividendi - + 
Tabella 3: Effetti delle variazioni del valore delle variabili di mercato su opzioni call e put 
Al fine di misurare la sensibilità del valore delle opzioni al variare dei menzionati 
fattori, vengono calcolati particolari indici o coefficienti di sensibilità, le 
cosiddette greche, le quali consentono di valutare gli effetti prodotti sul prezzo 
dell’opzione dalla variazione di questi fattori. L’importanza delle greche risiede 
nel fatto di misurare ciascuna una diversa dimensione del rischio, supportando la 
pianificazione delle strategie in opzioni e permettendo la gestione separata di 
ciascun fattore di rischio. 
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I coefficienti di sensibilità sono: 
 delta; 
 gamma; 
 vega; 
 theta; 
 rho. 
Il delta è il coefficiente che misura l’effetto prodotto dalle variazioni del 
sottostante sul prezzo delle opzioni. È definito formalmente dalla derivata 
parziale prima del premio dell’opzione rispetto al prezzo del sottostante. Esso 
misura di quanto varia il valore di un’opzione call o put a seguito di una 
variazione di prezzo del sottostante. In teoria il prezzo di un’opzione non può 
aumentare o diminuire in misura maggiore rispetto alle variazioni di prezzo del 
sottostante,  per cui il delta di una call assume valori positivi compresi tra   e  , 
mentre il delta di una put assume valori negativi compresi tra -  e  . 
Il gamma è il coefficiente che misura la “variazione marginale del delta al 
variare del prezzo del sottostante ed è calcolato attraverso la derivata seconda 
del prezzo dell’opzione rispetto al sottostante25”. È una greca del secondo ordine. 
Il valore del gamma di una call coincide con quello di una put con medesime 
caratteristiche e risulta sempre positivo. Esso assume valore massimo per opzioni 
at the money, diminuisce man mano che le opzioni diventano out of the money e 
in the money, fino ad essere prossimo a zero per opzioni ampiamente out of the 
money e in the money. Inoltre il gamma aumenta in maniera sensibile 
all’avvicinarsi della data di scadenza, quindi le opzioni at the money vicine alla 
scadenza sono quelle che presentano un gamma più elevato. Il gamma dipende 
anche dalla volatilità del sottostante: un’opzione at the money su un titolo con 
bassa volatilità avrà gamma maggiore rispetto alla stessa su un titolo con 
volatilità più elevata; al contrario su un titolo out of the money il gamma sarà 
maggiore per le opzioni su sottostanti con volatilità maggiore. 
                                                          
25
 ORSI, op. cit., p. 63 
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Il vega è il coefficiente che indica la sensibilità del premio dell’opzione rispetto 
alla volatilità del sottostante e misura, a parità di altre condizioni, la sensibilità 
del premio rispetto alla variabilità del prezzo del sottostante. Poiché l’aumento di 
volatilità del sottostante produce un aumento del prezzo di entrambe le opzioni 
(call e put), il vega risulta sempre positivo sia per le call che per le put. 
Il theta misura la variazione approssimata del prezzo dell’opzione dovuto 
all’avvicinarsi della scadenza; è la sensibilità del prezzo dell’opzione al fattore 
tempo. Come abbiamo già detto il trascorrere del tempo ha un effetto negativo 
per entrambe le tipologie di opzioni, quindi il theta di un’opzione è generalmente 
negativo (ad eccezione delle put europee deep in the money e dalle call europee 
con flussi intermedi positivi di valore molto alto). È considerato un indicatore 
molto discusso, in quanto non ha senso proteggere il portafoglio di opzioni dagli 
effetti derivanti dal trascorrere del tempo, perché in ogni caso il tempo 
trascorrerà. 
Il rho misura, a parità di altre condizioni, “la sensitività del premio di un’opzione 
alla variazione del tasso privo di rischio ed è definito formalmente come la 
derivata parziale prima del premio dell’opzione rispetto al tasso26”. L’aumento 
del tasso privo di rischio fa aumentare il premio di una call e diminuire quello di 
una put con medesime caratteristiche. 
 
2.2.1 Relazione di parità tra call e put 
La put-call parity è una delle relazioni fondamentali della teoria delle opzioni. 
Secondo questa relazione si può dedurre il valore di un’opzione call europea 
dal valore di un’opzione put europea avente lo stesso prezzo di esercizio e la 
stessa scadenza e, viceversa, dedurre il prezzo dell’opzione put europea dal 
prezzo dell’opzione call europea. 
 
 
 
                                                          
26
 ORSI, op. cit., p. 64. 
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Per dimostrare questa relazione si prendono in considerazione due portafogli: 
 portafoglio  : formato da un’opzione call europea   e da uno zero coupon 
bond con valore di rimborso pari allo strike price delle opzioni  , scadenza 
  coincidente con quella delle opzioni e rendimento  ; 
 portafoglio  : formato da un’opzione put europea   e dall’azione che 
risulta essere sottostante ai contratti opzionari al prezzo  . 
 
Figura 7: Costruzione di portafogli equivalenti per la relazione di parità tra call e put 
Come si vede dalla Figura 7, alla scadenza delle opzioni, i portafogli generano 
gli stessi payoff. Quindi per l’assenza di arbitraggio devono avere lo stesso 
prezzo iniziale. Per cui deve valere la seguente relazione: 
     (   )      
Dove  (   )       rappresenta il fattore di attualizzazione dello zero 
coupon bond con scadenza   e rendimento  . Questo perché l’investimento 
privo di rischio deve garantirmi   al tempo  , per  cui al tempo di valutazione 
iniziale devo investire nel titolo il suo valore attuale. 
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Partendo da questa relazione si possono ottenere le espressioni che definiscono 
il valore di ciascuno degli strumenti finanziari, espressi in funzione degli altri, 
come esposto in Tabella 4. 
L’acquisto di un’opzione call può essere riprodotto mediante l’acquisto di 
un’opzione put, l’acquisto del sottostante e la vendita allo scoperto dello zero 
coupon bond. 
L’acquisto di un’opzione put può essere riprodotto mediante l’acquisto di 
un’opzione call, la vendita allo scoperto dell’azione al prezzo   e l’acquisto 
dello zero coupon bond al prezzo   attualizzato. 
VARIABILI RELAZIONI EQUIVALENTI 
           Acquisto opzione call          (   ) 
      Acquisto opzione put          (   ) 
      Acquisto azione          (   ) 
      Acquisto zero coupon bond    (   )        
Tabella 4: Relazioni derivate dalla put-call parity 
La relazione di parità tra call e put ha rilevanza nell’analisi finanziaria dei 
certificati, sia alla data di scadenza sia in qualsiasi epoca precedente la 
scadenza di questi strumenti finanziari. 
 
2.3 Opzioni di seconda generazione 
Le opzioni di seconda generazione, conosciute anche col nome di opzioni 
esotiche o non-standard, sono una particolare categoria di opzioni che presenta 
profili di profitti e di perdite più complessi rispetto alle plain vanilla. Sono 
denominate anche special purpose options, denominazione che mette in luce 
come attraverso questi strumenti si possano ottenere payoff non realizzabili con 
opzioni ordinarie, o comunque non alle medesime condizioni di costo o 
efficienza. 
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Proprio per questa flessibilità che apportano nella realizzazione delle strategie 
operative degli emittenti, sono molto diffuse nei certificati: da un lato presentano 
solitamente un costo minore rispetto alle opzioni tradizionali, dall’altro lato 
permettono di realizzare una molteplicità di profili in grado di soddisfare le 
diverse preferenze degli investitori. 
Il dinamismo del processo di innovazione finanziaria non permette di fare una 
classificazione esaustiva dell’ampia varietà di opzioni esotiche esistente27. Per 
questo menzioneremo le categorie più diffuse e tra queste analizzeremo quelle 
che ci serviranno nello sviluppo della nostra analisi. Tra le tipologie più diffuse 
occorre citare: 
 path dependent options; 
 digital options; 
 packages options; 
 compound options; 
 chooser options; 
 quanto options; 
 bermudan options; 
 basket options. 
Le path dependent options si caratterizzano per un payoff che non dipende 
soltanto dal prezzo dell’attività sottostante alla data di scadenza, ma anche dal 
suo andamento osservato durante la vita dell’opzione. Di questa categoria di 
opzioni fanno parte le opzioni asiatiche, le opzioni con barriera, le lookback 
options, le shout options, le cliquet options e le ladder options. 
Le digital options o opzioni binarie si caratterizzano per avere un risultato 
finanziario condizionato dal fatto che il prezzo del sottostante abbia raggiunto 
determinati livelli durante la vita dell’opzione o alla scadenza. 
Le packages options sono dei “pacchetti”, ovvero dei “portafogli formati da call 
europee ordinarie, put europee ordinarie, contratti forward, denaro contante e la 
                                                          
27
 RUBINSTEIN M. “Exotic Option”, Working Papers Research Program in Finance, University of California 
at Berkeley (1992). 
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stessa attività sottostante
28”. Esempi di packages sono le strategie date dalle 
diverse combinazioni di opzioni call e put europee quali spread al rialzo, spread 
al ribasso, butterfly spread, strangle e straddle. 
Le compound options rientrano nella famiglia delle opzioni composte (opzioni 
scritte su altri titoli derivati) ed in particolare sono opzioni scritte su altre 
opzioni. Ciò significa che queste opzioni “conferiscono all’acquirente il diritto, 
ma non l’obbligo, di acquistare (opzioni call) o di vendere (opzioni put), a un 
prezzo prefissato e a una data stabilita, una determinata quantità di un’opzione 
call o di un’opzione put29”. Si distinguono quindi quattro tipologie di compound 
options: le call su call, le call su put, le put su call e le put su put. 
Le chooser options danno la possibilità all’acquirente di scegliere “ad una certa 
data precedente la scadenza, se l’opzione è di tipo call o put30”. 
Le quanto options si caratterizzano per avere il premio espresso in una valuta 
diversa rispetto a quella dell’attività sottostante. Esse consentono di investire in 
un mercato diverso da quello della valuta di riferimento dell’acquirente, con la 
copertura dal rischio di cambio. Infatti quanto è l’abbreviazione di “quantity 
adjusting” e significa che la copertura dal rischio di cambio è rettificata in 
funzione del payoff espresso in valuta estera. 
Le bermudan options rientrano nella famiglia delle non-standard american 
options ed hanno la peculiarità di poter essere esercitate solo in epoche prefissate 
o durante specifici intervalli di tempo della loro vita. In questo modo risultano 
intermedie, per quanto attiene alla possibilità di esercizio, fra le opzioni europee 
(esercitabili solo a scadenza) e le opzioni americane (esercitabili in qualsiasi 
momento della loro vita). 
Le basket options sono contratti di opzione in cui l’attività sottostante è costituita 
da una pluralità di strumenti finanziari. 
 
                                                          
28
 HULL J. “Options, Futures and other Derivatives (VII Edition)”, Pearson Prentice Hall (2009), p. 595. 
29
 CAMELIA, op. cit., p. 63. 
30
 HULL J. “Introduzione ai mercati dei futures e delle opzioni (Terza Edizione)” Prentice Hall International 
(1999), p. 189. 
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La struttura del certificato Express è composta da una complessa strategia in 
opzioni, in cui, oltre alle opzioni ordinarie, le opzioni esotiche utilizzate sono 
quelle con barriera e quelle digitali, per cui di seguito analizzeremo i loro profili 
contrattuali, in modo tale da poter comprendere il funzionamento del certificato 
nella sua interezza. 
 
2.3.1 Opzioni con barriera 
Le opzioni con barriera furono tra i primi contratti esotici ad essere negoziati. 
Vennero utilizzate per la prima volta negli Stati Uniti nella seconda metà degli 
anni Sessanta
31
, sebbene soltanto a partire dalla fine degli anni Ottanta 
comincino a registrare una crescente diffusione presso gli investitori 
istituzionali. Esse rientrano nella categoria delle path dependent options 
poiché il loro payoff è in funzione dell’evoluzione del prezzo del sottostante 
durante la vita dell’opzione e non soltanto alla data di scadenza. Esse 
possiedono la configurazione ordinaria delle call e put di tipo europeo, tuttavia 
rispetto ad esse incorporano una specifica clausola negoziale che ne altera il 
funzionamento. Al momento della stipulazione del contratto, infatti, si 
presentano due livelli di prezzo di riferimento per l’attività sottostante: il 
primo è il prezzo di esercizio ordinario mentre il secondo rappresenta la 
barriera, ovvero la condizione di natura sospensiva o risolutiva, 
rispettivamente knock-in e knock-out. In definitiva nel caso di knock-in 
l’opzione viene ad esistere solo se durante la vita del derivato il prezzo del 
sottostante raggiunge o supera la barriera. Mentre per le knock-out il 
raggiungimento o superamento della barriera comporta la cessazione 
dell’esistenza dell’opzione. Esistono quattro categorie di opzioni con barriera, 
siano esse di tipo call o put: 
 knock-in up-and-in: l’opzione si attiva se il prezzo del sottostante, 
prima della scadenza, sale al di sopra della barriera; 
                                                          
31
 La prima call del tipo down-and-out compare sul mercato OTC americano nel 1967. 
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 knock-in down-and-in: l’opzione si attiva se il prezzo del sottostante, 
prima della scadenza, scende al di sotto della barriera; 
 knock-out up-and-out: l’opzione cessa d’esistere se il prezzo del 
sottostante, prima della scadenza, cresce al di sopra della barriera; 
 knock-out down-and-out: l’opzione cessa d’esistere se il prezzo del 
sottostante, prima della scadenza, scende al di sotto della barriera. 
Se consideriamo la posizione della barriera rispetto al prezzo di esercizio le 
opzioni con barriera si distinguono in: 
 opzioni regular (o standard): la barriera si colloca nella regione out of 
the money, ovvero al di sotto del prezzo di esercizio per le opzioni call 
e al di sopra per le opzioni put; 
 opzioni reverse: la barriera si colloca nella regione in the money, 
ovvero al di sopra del prezzo di esercizio per le opzioni call e al di sotto 
per le opzioni put. 
Nelle opzioni con barriera può essere prevista la liquidazione di un importo 
fisso (rebate) al detentore nel caso in cui l’attività sottostante raggiunga la 
barriera (nel caso di opzioni knock-out) oppure non la raggiunga (nel caso di 
opzioni knock-in). Nel primo caso la liquidazione avviene non appena la 
barriera viene toccata, mentre nel secondo caso si rende necessario aspettare la 
data di scadenza per essere certi del mancato raggiungimento della barriera. Si 
tratta di una sorta di premio di consolazione, applicabile a qualsiasi tipologia 
di opzione con barriera, sebbene si tratti di una clausola tipica delle reverse 
barrier. 
Tutte le opzioni con barriera hanno premi più contenuti rispetto alle opzioni 
standard di tipo europeo con medesime caratteristiche contrattuali, proprio per 
la presenza della barriera che ne limita le possibilità di esercizio. In particolare 
poi per le opzioni reverse del tipo knock-out, che trovano nella presenza di una 
barriera un limite massimo al payoff conseguibile, i premi sono ancora più 
contenuti.  
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Come si evidenzia in Figura 8, al progressivo ridursi del livello della barriera 
ed a parità di tutte le altre condizioni il prezzo dell’opzione aumenta, 
aumentando la probabilità di realizzare un risultato positivo e diminuendo 
contestualmente la probabilità di raggiungere la barriera. Se la barriera fosse 
uguale a zero, il prezzo tenderebbe a quello della corrispondente opzione put 
plain vanilla. 
 
Figura 8: Prezzo di un’opzione put knock-out down-and-out in funzione della barriera 
L’acquirente dell’opzione put knock-out down-and-out si aspetta una leggera 
tendenza al ribasso del sottostante ed una volatilità contenuta poiché se 
l’attività sottostante scende al di sotto della barriera l’opzione cessa di esistere. 
La volatilità produce effetti opposti sull’opzione put plain vanilla e 
sull’opzione put knock-out down-and-out. A fronte di un vega positivo per 
l’opzione put plain vanilla, che significa che il suo prezzo aumenta 
all’aumentare della volatilità del sottostante, per l’opzione put knock-out 
down-and-out abbiamo un vega negativo. Questo succede perché un aumento 
della volatilità produce un aumento della probabilità di toccare la barriera, 
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riducendo di conseguenza la probabilità di realizzare un payoff positivo a 
scadenza, come esposto in Figura 9. 
 
Figura 9: Prezzo di una put down-and-out e di una put plain vanilla in funzione della volatilità 
In Figura 10 è invece evidenziato il payoff di un’opzione put knock-out down-
and-out.  
 
Figura 10: Payoff di un'opzione put knock-out down-and-out 
Utilizzeremo questo risultato, nel capitolo successivo, per costruire il profilo 
di rendimento del certificato Express. 
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2.3.2 Opzioni digitali 
Le opzioni digitali sono la tipologia più semplice nell’ambito delle opzioni 
esotiche. Esse infatti liquidano al sottoscrittore un ammontare predefinito 
oppure non liquidano nulla se alle date previste di rilevazione si verifica 
l’evento stabilito nel contratto. Ne esistono di diversi tipi: 
 cash or nothing: il payoff è dato da un ammontare prefissato di denaro; 
 asset or nothing: il payoff è dato da un’attività sottostante; 
 gap options: il payoff è pari alla differenza tra il valore dell’attività 
sottostante, alla data di scadenza dell’opzione, ed un livello di prezzo 
prestabilito nel contratto e che spesso differisce dallo strike price. 
La tipologia più semplice di opzioni digitali è rappresentata dalla cash or 
nothing; queste opzioni prevedono il pagamento di un importo predeterminato 
nel caso in cui a scadenza il prezzo del sottostante sia maggiore (per le opzioni 
call) o minore (per le opzioni put) del prezzo di esercizio. Generalmente si fa 
riferimento a queste opzioni come opzioni digitali di tipo europeo. 
In Figura 11 ed in Tabella 5 (Pagina 37) sono esposti i payoff di una call e di 
una put cash or nothing. 
 
 
Figura 11: Payoff a scadenza di un’opzione call e di un’opzione put cash or nothing 
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OPZIONI PAYOFF 
CASH OR NOTHING CALL 
          
          
  
CASH OR NOTHING PUT 
          
          
Tabella 5: Payoff di un’opzione call e di un’opzione put cash or nothing 
 
Un’altra tipologia di opzioni digitali, che rientrano nella categoria delle 
opzioni binarie americane, è rappresentata dalle one touch, le quali danno 
all’acquirente il diritto di ottenere il payoff prefissato se, in qualunque istante 
della vita dell’opzione, il prezzo del sottostante risulta maggiore (per le 
opzioni call) o minore (per le opzioni put) del prezzo di esercizio. Le opzioni 
one touch si dividono in: 
 one touch immediate binary: il pagamento del payoff avviene nel 
momento in cui si verifica la condizione prevista dal contratto; 
 one touch deferred binary: il pagamento del payoff avviene alla 
scadenza naturale del contratto. 
Il prezzo delle opzioni one touch è maggiore di quello relativo alle cash or 
nothing perché la probabilità di esercizio delle prime è maggiore di quella 
delle seconde dal momento che l’evento di liquidazione può avvenire in un 
qualsiasi momento della vita dell’opzione e non solo alla scadenza. 
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Un’altra variante di opzioni digitali è data dalle cosiddette supershare. In 
Figura 12 è esposto il payoff di una supershare call. 
 
Figura 12: Payoff a scadenza di un’opzione supershare call 
L’acquirente di questa opzione realizza un profitto pari a     nel caso in cui 
alla scadenza il prezzo dell’attività sottostante si collochi nell’intervallo 
compreso tra   e    , con   che rappresenta il prezzo di esercizio 
dell’opzione digitale. In Tabella 6 è presentato il payoff in termini numerici. 
OPZIONI PAYOFF 
           
SUPERSHARE CALL 
 
 
           
             
Tabella 6: Payoff di un'opzione supershare call 
Il payoff dell’opzione     è funzione inversa dell’ampiezza dell’intervallo  , 
maggiore sarà questo intervallo e minore sarà l’importo del payoff 
corrispondente e viceversa. 
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CAPITOLO 3 
Express Certificate 
 
L’Express certificate è uno strumento derivato che rientra nella categoria dei 
certificati di investimento, in particolare nei certificati a capitale 
condizionatamente protetto
32
. 
È uno strumento che possiede alcuni elementi in comune con i titoli 
obbligazionari, poiché offre al sottoscrittore la possibilità di ottenere, alla 
scadenza, dei cash flow predefiniti in emissione, al verificarsi di determinate 
condizioni. Da essi però si differenzia sia per il rischio esistente di perdita anche 
totale del valore nominale, sia per la presenza della clausola autocallable (la 
quale permette di avere un rimborso anticipato rispetto alla scadenza naturale del 
contratto). 
Gli Express sono presenti sul mercato italiano dal 2005 ed hanno subito nel corso 
degli anni un processo di continua evoluzione che ha interessato le loro 
caratteristiche finanziarie. 
 
Figura 13: Evoluzione della struttura finanziaria del certificato di tipo Express 
                                                          
32
 http://www.acepi.it/educational/mappa_dei_certificati/. 
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Come esposto in Figura 13 (Pagina 39), nel corso degli anni sono nati al fianco 
degli Express: 
 double chance; 
 easy express; 
 express coupon; 
 express bonus. 
L’Express certificate è uno strumento che permette di migliorare la redditività 
corrente di portafoglio nelle fasi di mercato laterali che si caratterizzano per una 
volatilità contenuta. 
 
3.1 Elementi caratteristici del contratto 
Gli elementi caratteristici dei certificati Express possono essere così 
sintetizzati
33
: 
  sottostante: azioni, indici, materie prime, valute, tassi o panieri di azioni; 
 strike: definito come valore del sottostante all’atto di emissione del 
certificato. È una definizione di strike diversa da quella utilizzata nel 
mercato delle opzioni, alla quale faremo riferimento con il termine di 
“prezzo di esercizio”, per indicare appunto il prezzo al quale si esercita 
l’opzione, vendendo o acquistando il sottostante; 
 barriera: è un valore fissato in emissione in percentuale dello strike, 
compreso tra il     e l’   . Se questa soglia viene oltrepassata durante 
la vita del certificato il valore di rimborso risulta legato all’andamento del 
sottostante; 
 livello di trigger: chiamato anche livello call, è il valore del sottostante al 
cui raggiungimento si attiva, in corrispondenza delle date di liquidazione 
intermedie, l’evento di scadenza anticipata. Nel caso in cui si arrivi a 
scadenza, si utilizza per calcolare il valore di rimborso del certificato. È 
espresso in valore percentuale dello strike e spesso sono coincidenti nella 
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 CAMELIA, op. cit. 
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prima data di liquidazione. Nelle successive date di osservazione può 
essere costante oppure differenziato (spesso è decrescente per scadenze 
successive); 
 date di osservazione: sono le scadenze intermedie, nelle quali si rileva se 
l’evento di scadenza anticipata si è verificato; 
 scadenza: è l’ultimo giorno di validità del certificato Express ed in questa 
data è automaticamente rimborsato; 
 premio di rimborso: è l’importo che viene stabilito inizialmente nel 
contratto, crescente nel tempo per scadenze successive, la cui liquidazione 
è condizionata al verificarsi dell’evento autocallable. Solitamente il 
premio inerente alla prima data di liquidazione varia dal      al     del 
valore nominale; 
 multiplo: è la quantità di sottostante controllata da un unico Express. 
 
3.2 Funzionamento 
L’Express certificate offre la possibilità di ottenere il rimborso anticipato del 
capitale investito, maggiorato di un premio prestabilito, grazie alla clausola di 
autocallable. Infatti, se in una delle date di osservazione intermedie, il valore del 
sottostante è almeno uguale al livello di trigger relativo a quella data di scadenza 
anticipata, il certificato consente al detentore di ottenere il rimborso del capitale 
maggiorato di un premio, estinguendosi di conseguenza. 
Se invece si arriva a scadenza senza che si sia mai verificato un evento di 
estinzione anticipata, allora si prospettano  i seguenti scenari: 
 se il valore del sottostante è maggiore o uguale al livello di trigger relativo 
all’ultima data di osservazione (nel caso in cui non sia costante per le 
scadenze intermedie), si ottiene il capitale investito comprensivo di un 
premio; 
 se il valore del sottostante è minore del livello di trigger così come 
considerato nel precedente punto, e durante la sua vita non ha mai 
raggiunto o superato in negativo il livello della barriera, si ottiene il 
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capitale investito comprensivo di un premio più contenuto rispetto al caso 
precedente (oppure si riceve solo il capitale investito a seconda 
dell’emittente); 
 se il valore del sottostante è minore del livello di trigger così come 
considerato nei casi precedenti, e durante la sua vita ha raggiunto o 
superato in negativo il livello della barriera almeno una volta, si partecipa 
alla performance (negativa) del sottostante. 
Di seguito riportiamo una simulazione storica effettuata da Deutsche Bank per 
testare l’Express certificate. È stata ipotizzata l’emissione di      certificati 
virtuali, della durata di   anni, nel periodo tra il gennnaio      e il febbraio 
     e sono stati analizzati i risultati dell’investimento che questi certificati 
avrebbero consentito. La simulazione dimostra che nella maggior parte dei casi 
l’investimento sarebbe stato rimborsato anticipatamente. Nel       dei casi 
l’Express certificate sarebbe stato rimborsato dopo un anno. Inoltre nella 
simulazione per il        dei casi l’indice alla scadenza era pari, o superiore alla 
barriera, e quindi il capitale sottoscritto sarebbe stato protetto completamente
34
. 
 
Figura 14: Simulazione storica di un Express quadriennale 
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 http://www.it.x-markets.db.com/IT/binaer_view.asp?binaernr=156. 
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Il grafico di Figura 14 (Pagina 42) evidenzia come sia alta la probabilità di 
ottenere il rimborso anticipato comprensivo del premio dopo il primo anno di 
vita del certificato e come sia bassa la probabilità che il certificato arrivi alla 
scadenza. 
 
3.3 Struttura finanziaria 
Analizziamo la struttura finanziaria del certificato Express partendo dagli 
strumenti derivati che lo compongono, le opzioni. Nella nostra ipotesi lo strike 
coincide con il livello di trigger di ciascuna epoca intermedia: 
 acquisto di una opzione call avente prezzo di esercizio uguale a zero; 
 acquisto di una opzione put con barriera del tipo knock-out down-and-out 
con prezzo di esercizio pari al livello di strike e livello di knock-out pari al 
livello barriera; 
 vendita di una opzione call con prezzo di esercizio pari al livello di strike; 
 acquisto di una serie di opzioni digital call di tipo cash or nothing,  in 
numero corrispondente alle date di scadenza intermedie e finale, ciascuna 
con prezzo di esercizio pari al livello di strike e scadenze coincidenti con 
le date di liquidazione intermedie e finale
35
. 
La strategia in opzioni appena esposta non è l’unica soluzione possibile per 
ottenere il profilo di rendimento del certificato Express. Un secondo 
procedimento consiste nel combinare una posizione lunga su uno zero coupon 
bond e una posizione corta su una opzione put insieme a posizioni lunghe su cash 
or nothing call
36
. Una terza strategia di investimento finanziariamente 
equivalente al certificato Express consiste nell’acquistare una call con prezzo di 
esercizio pari a zero (per replicare il sottostante), vendere una call ed acquistare 
una digital call entrambe con prezzo di esercizio pari al livello barriera ed infine 
acquistare una serie di opzioni cash or nothing call in numero pari alle date di 
                                                          
35
 CAMELIA, op. cit., p. 100. 
36 HERNANDEZ R., TOBLER C., BRUSA J. “Contingent Claim Valuation of Express Certificates”, Banking and 
Finance Review (2010). 
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scadenza intermedie e finale, con prezzo di esercizio pari allo strike del 
certificato
37. Questa configurazione, che non prevede l’utilizzo di opzioni put con 
barriera, può risultare preferibile per gli emittenti nei periodi in cui la volatilità 
registra una diminuzione, poiché questa diminuzione causa un aumento di prezzo 
di questa tipologia di opzioni. 
La possibilità di scomposizione e ricomposizione in varie forme del certificato 
illustra adeguatamente come questi strumenti siano versatili e come risultino 
essere idonei a soddisfare le diverse esigenze di combinazione rischio/ 
rendimento dei soggetti investitori. 
Nel proseguimento dell’analisi utilizzeremo la costruzione di Express certificate 
fornita da Camelia
38
, ovvero quella che a nostro avviso risulta essere la più 
completa per quanto riguarda gli strumenti utilizzati e la più adatta a 
comprenderne efficacemente il funzionamento. 
 
3.3.1 Struttura finanziaria analitica 
 
Figura 15: Profilo a scadenza di un’opzione zero strike call 
                                                          
37
 http://www.certificatejournal.it/2011/03/07/express/. 
38
 CAMELIA, op. cit. 
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L’acquisto della zero strike call, come esposto in Figura 15 (Pagina 44) è 
un’operazione equivalente ad un investimento diretto nell’attività sottostante. 
Questo valore si ottiene scontando i dividendi che si stima siano distribuiti da 
esso nel periodo compreso tra la data di emissione e la data di scadenza del 
certificato. 
L’opzione put con barriera permette di compensare l’eventuale ribasso del 
sottostante nello spazio compreso tra lo strike e la barriera, come esposto in 
Figura 16. 
 
Figura 16: Profilo a scadenza di una put down-and-out combinata ad una zero strike call 
Questo tipo di opzione con barriera è del tipo knock-out ovvero “in attesa di 
cancellazione”. Questo significa che, nel caso in cui la barriera venga toccata o 
superata in diminuzione, l’opzione non fornirà più alcuna protezione 
all’investitore, il quale rimarrà in possesso della sola opzione call con prezzo 
di esercizio pari a zero. 
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In Tabella 7 sono riportati i valori a scadenza di una put con barriera di tipo 
knock-out down-and-out. 
 BARRIERA RAGGIUNTA BARRIERA NON RAGGIUNTA 
                                      
                                  . 
Tabella 7: Payoff a scadenza di un'opzione put knock-out down-and-out 
La vendita dell’opzione call con prezzo di esercizio pari al livello di strike 
(Figura 17), permette di annullare la partecipazione al rialzo del sottostante 
durante tutta la vita del certificato. 
 
Figura 17: Payoff a scadenza di una posizione writer su un’opzione call 
Le opzioni digitali cash or nothing, il cui payoff è esposto in Figura 18 (Pagina 
47), corrispondono un rebate predefinito nel contratto e differenziato per ogni 
data di scadenza intermedia, secondo un criterio crescente, se alla scadenza 
risultano essere in the money. Viceversa, se alla scadenza risultano essere out 
of the money si estinguono senza essere esercitate. 
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Il rebate è un ammontare predefinito e indipendente dall’ampiezza della 
differenza tra prezzo di esercizio e valore del sottostante. 
 
Figura 18: Payoff di un’opzione digital call cash or nothing 
Quanto esposto finora rappresenta l’insieme delle componenti del certificato 
Express; sommando questi elementi ed unendoli nello stesso grafico si ottiene 
il payoff di Figura 19. 
 
Figura 19: Payoff a scadenza di un certificato di tipo Express 
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Siamo arrivati ad una definizione analitica dello strumento Express certificate. 
Essendo uno strumento formato da una combinazione di opzioni (di prima e di 
seconda generazione), è possibile eseguire l’analisi di sensitività, valutando 
congiuntamente le greche relative a ciascun derivato presente nel certificato 
(compresa la clausola di autocallable). In Tabella 8 riportiamo l’analisi di 
sensibilità riportata dall’ACEPI39: 
 
VARIAZIONE POSITIVA (+) 
DEL VALORE DELLA 
VARIABILE DI MERCATO 
EMISSIONE 
BARRIERA 
TOCCATA
* 
SCADENZA 
(PROSSIMITA’)** 
Prezzo del sottostante + + + 
Volatilità del sottostante - + - 
Vita residua - + + 
Tasso di interesse risk free - + - 
Dividendi - - = 
 *  prezzo sottostante prossimo al livello della barriera, due mesi alla scadenza e rimborsi anticipati previsti 
** barriera attiva, due mesi alla scadenza, sottostante vicino allo strike, distribuzione dividendi non più prevista 
Tabella 8: Analisi di sensibilità applicata allo strumento Express certificate 
                                                          
39
 www.acepi.it/educational/mappa_dei_certificati/capitale_condizionatamente_protetto/express/. 
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3.4 Struttura del payoff 
Dopo aver descritto il funzionamento del certificato Express ed esser arrivati a 
tracciarne il grafico dei profitti e delle perdite, procediamo con la 
formalizzazione del payoff dal punto di vista matematico, utilizzando la seguente 
simbologia: 
           : anni; 
 [           ]
  : vettore delle date di scadenza intermedie; 
   : scadenza; 
   : capitale investito; 
   : livello della barriera; 
      : strike price; 
 [           ]
  : vettore dei livelli del sottostante in corrispondenza 
delle     date di scadenza intermedie; 
    : livello del sottostante a scadenza; 
 [                 ]
  : vettore dei livelli di trigger in corrispondenza 
delle     date di osservazione intermedie; 
      : livello di trigger alla scadenza; 
 [           ]
  : vettore dei premi corrisposti alle     date di 
osservazione intermedie; 
   
   : premio a scadenza se         ; 
   
   : premio a scadenza se         e        (  )   ; 
 [           ]
  : vettore delle aliquote del capitale investito per la 
determinazione del premio in corrispondenza delle     date di 
osservazione intemedie; 
   
  : aliquota del capitale investito per la determinazione del premio a 
scadenza se         ; 
   
  : aliquota del capitale investito per la determinazione del premio a 
scadenza se         e        (  )   . 
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Inoltre facciamo le seguenti assunzioni: 
                  
    
  : le aliquote del capitale investito sono 
crescenti per scadenze successive; 
                  
    
  : i premi, al pari delle aliquote, sono 
crescenti per scadenze successive; 
                           : prendiamo in considerazione il 
caso in cui il livello di trigger sia differenziato in maniera decrescente per 
date di osservazione successive; 
 Prendiamo in considerazione il caso in cui l’emittente decida di 
rimborsare a scadenza il capitale maggiorato di un premio se si verifica 
        e        (  )   . 
 
Secondo quanto esposto in questo capitolo il payoff a scadenza risulta essere: 
             {
                                                           
                                                                                       
 
 
             {
                                                           
                                                                                       
 
. 
. 
. 
               {
                                             
                                                                                   
 
 
             
{
  
 
  
 
     
            
                                              
     
            
                                             
                                                                            (  )    
  (    )                                                                       
                                                                             (  )    
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Rappresentiamo con un esempio numerico il payoff di un certificato Express con 
sottostante un indice azionario, che presenta le stesse condizioni viste in 
precedenza: 
    ; 
      ; 
     ; 
       ; 
 [          ]
  [   ⁄      ⁄   ⁄      ⁄           ] ; 
      ⁄     ⁄ ; 
 [          ]
  [               ] ; 
          
     ; 
          
     ; 
 [          ]
  [            ] ; 
           
    ; 
           
    ; 
 [                ]
  [            ] ; 
               ; 
 [          ]
 : vettore dei livelli del sottostante in corrispondenza delle tre 
date di scadenza intermedie; 
          : livello del sottostante all’  ⁄     ⁄ . 
 
Procediamo con la scrittura del payoff per le tre scadenze intermedie e per la 
scadenza finale. Nelle tre scadenze intermedie si possono verificare due casi: il 
pagamento del premio (corrisposto dall’attivazione di una opzione cash or 
nothing call) e la conseguente estinzione del certificato, oppure il rinvio alla 
prossima scadenza per effettuare un’altra osservazione, senza pagamento di 
nessun premio. Alla scadenza finale invece, si possono verificare tre ipotesi: la 
prima e più favorevole all’investitore è data dal pagamento del premio più alto; la 
seconda è data dal pagamento di un premio più contenuto; la terza e meno 
favorevole è data dalla partecipazione alla performance (negativa) del 
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sottostante, nel caso in cui, durante la vita del certificato, sia stato toccato almeno 
una volta il livello barriera. 
 
 
Payoff: 
 
         {
                                                           
                                                              
 
 
 
         {
                                                           
                                                              
 
 
 
         {
                                                           
                                                               
 
 
 
         
{
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                   
                                                    
                                                 (  )     
    (      )                            
                                                  (  )     
 
 
Siamo giunti ad una formalizzazione dal punto di vista matematico del payoff del 
certificato Express. A dispetto di una struttura finanziaria particolarmente 
complessa, questa formalizzazione risulta essere molto semplice e lineare. 
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3.5 Rischi particolari dello strumento 
Investire in un Express certificate comporta l’assunzione dei seguenti rischi da 
parte dell’investitore: 
 rischio emittente; 
 rischio di liquidità; 
 rischio fiscale; 
 rischio di variazione del valore dell’indice. 
Il rischio emittente è legato alla possibilità di insolvenza dell’emittente, ovvero 
che questi non sia in grado di far fronte agli impegni presi. 
Il rischio di liquidità è il rischio in capo al possessore del certificato, di non 
riuscire a liquidare lo strumento prima della scadenza e di ottenere una somma 
pari a quella investita. 
Il rischio fiscale è legato alla possibilità che il regime fiscale venga modificato 
durante la vita dello strumento e risultare più sfavorevole all’investitore. 
Il rischio di variazione del valore dell’indice è dato dall’incertezza riguardo 
l’importo di liquidazione e la stabilità del prezzo rispetto a quanto investito, 
poiché il valore del certificato dipende dal valore del sottostante. 
 
3.6 Punti di forza e di debolezza 
Dopo aver analizzato tutte le caratteristiche del certificato Express, possiamo 
distinguere tutti i punti di forza ed i punti di debolezza di questo particolare 
strumento finanziario. 
Punti di forza: 
 possibilità di ottenere un premio superiore ai dividendi che si lasciano 
all’emittente; 
 possibilità di ottenere il rimborso anticipato; 
 oltre il     di probabilità di ottenere il rimborso dopo il primo anno; 
 possibilità di ottenere un rimborso anche con un mercato laterale o 
leggermente positivo; 
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 possibilità di ottenere più rimborsi annuali; 
 possibilità di emettere la barriera anche al     del prezzo di emissione; 
Punti di debolezza: 
 presenza di un tetto massimo ai rendimenti; 
 possibilità che il premio di rimborso sia inferiore alla performance 
dell’indice sottostante; 
 rinuncia al rendimento certo dei dividendi del sottostante. 
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CAPITOLO 4 
Modello binomiale 
 
Il modello binomiale, sviluppato da Cox, Rubinstein e Ross nel 1979
40
, è una 
tecnica molto diffusa per valutare le opzioni che si basa sulla costruzione del 
cosiddetto albero binomiale (binomial tree). Si tratta di un grafico a forma di 
albero che rappresenta i diversi sentieri che potrebbero essere seguiti dal prezzo 
del sottostante durante la vita dell’opzione. L’assunzione alla base è che il prezzo 
del sottostante segua una passeggiata casuale (random walk). In ogni step vi è 
una certa probabilità che il prezzo del titolo aumenti o diminuisca ad un certo 
tasso di variazione. 
 
4.1 Modello binomiale ad uno stadio 
 
Figura 20: Albero binomiale ad uno stadio 
Come esposto in Figura 20, prendiamo in considerazione un’opzione con un 
prezzo   avente come sottostante un titolo il cui prezzo è   . Supponiamo che 
l’opzione scada al tempo   e che durante la sua vita il prezzo del titolo possa 
                                                          
40
 COX J.C., ROSS S.A., RUBINSTEIN M. “Option Pricing: A Simplified Approach” Journal of Financial 
Economics 7 (1979), pp. 229-263. 
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salire da    a     o scendere da    a     (             ). Il tasso di 
variazione del prezzo del titolo in caso di rialzo è     ed in caso di ribasso è 
   . Se il prezzo del titolo sale a     il valore finale dell’opzione è   , 
altrimenti se il prezzo del titolo scende a     il valore finale dell’opzione è   . 
Bisogna evidenziare che stiamo considerando un modello molto semplice e 
maneggevole, ma per questo motivo anche molto irrealistico. L’unica assunzione 
di cui avremo bisogno dunque è che non esistano possibilità di arbitraggio per 
l’investitore. 
Successivamente passiamo a costruire un portafoglio assumendo una posizione 
lunga su   unità del titolo e una posizione corta su una opzione. Dobbiamo 
calcolare il valore di  , chiamato rapporto di copertura, che renda il portafoglio 
privo di rischi. Nel caso ci sia un movimento al rialzo del prezzo del titolo, il 
valore del portafoglio alla fine della vita dell’opzione sarà: 
         (1) 
viceversa, in caso di movimento al ribasso del prezzo del titolo, il valore del 
portafoglio a scadenza è: 
         (2) 
eguagliando le due espressioni si ottiene: 
                  (3) 
e quindi: 
 
  
     
       
 
(4) 
in questo caso, in assenza di arbitraggio, il portafoglio è privo di rischio ed il suo 
rendimento deve essere pari al tasso di interesse privo di rischio. 
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L’Equazione (4) dimostra che   è il rapporto tra la variazione del prezzo del 
derivato e la variazione del prezzo del titolo. 
Indicando con   l’intensità istantanea di interesse per investimenti privi di 
rischio, il valore attuale del portafoglio deve essere pari a: 
 (       )  
    (5) 
dato che il costo iniziale del portafoglio è: 
       (6) 
ne segue che: 
        (       )  
    (7) 
ovvero: 
        (    
   )     
    (8) 
sostituendo il valore di   trovato nell’Equazione (4) e semplificando si ottiene: 
        [      (   )    ] (9) 
 
  
     
   
 
(10) 
le Equazioni (9) e (10) permettono di valutare l’opzione utilizzando un modello 
binomiale ad uno stadio. In questa equazione il termine      è un fattore di 
capitalizzazione composto dove         e corrisponde a    , con   tasso 
d’interesse, ed è compreso tra i tassi di variazione   e   del prezzo del sottostante 
(             ). 
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Bisogna sottolineare che nella formula di valutazione dell’opzione data 
dall’Equazione (9) non compaiono le probabilità associate al rialzo e al ribasso 
del prezzo del sottostante e si otterrebbe lo stesso prezzo per un’opzione europea 
che avesse una probabilità al rialzo differente. Questo succede perché non stiamo 
valutando l’opzione in termini assoluti ma relativamente al prezzo del 
sottostante. Le probabilità dei futuri movimenti al rialzo e al ribasso sono già 
incorporate nella valutazione di   e  . Ne segue che non abbiamo bisogno di 
tenerne conto quando valutiamo l’opzione in termini del prezzo del sottostante. 
 
4.2 Valutazione neutrale verso il rischio 
Sebbene non sia necessario fare alcuna assunzione circa le probabilità associate 
al rialzo e al ribasso del prezzo del titolo sottostante per ottenere l’Equazione (9) 
bisogna interpretare, dal punto di vista matematico, la variabile   presente 
nell’Equazione (10) come la probabilità di rialzo del prezzo del titolo e 
conseguentemente, la variabile (   ) come la probabilità di ribasso, dato che 
sono delle quantità positive la cui somma è  . Fatte queste ipotesi, l’espressione: 
      (   )     (11) 
rappresenta l’aspettativa del valore finale dell’opzione. Quindi, con questa 
interpretazione di probabilità, l’Equazione (9) afferma che il valore corrente 
dell’opzione è pari all’aspettativa del suo futuro valore attualizzato al tasso 
d’interesse privo di rischio. 
Il valore atteso del prezzo del titolo al tempo   è: 
  [  ]         (   )      (12) 
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Ovvero: 
  [  ]        (   )      (13) 
sostituendo   in base all’Equazione (10) si ottiene: 
  [  ]       
   (14) 
secondo cui il prezzo del titolo cresce in media al tasso d’interesse per 
investimenti privi di rischio. Pertanto, assumere che la probabilità di rialzo sia 
uguale a   equivale ad assumere che il tasso di rendimento del titolo sia uguale al 
tasso d’interesse per investimenti privi di rischio. 
In un mondo “neutrale verso il rischio” tutti gli individui sono neutrali verso il 
rischio e gli investitori non chiedono di essere compensati per il rischio che 
assumono. Quindi il tasso di rendimento atteso di tutti i titoli è il tasso d’interesse 
per investimenti privi di rischio. L’Equazione (9) definisce che il valore di 
un’opzione è pari al suo valore atteso, in un mondo neutrale verso il rischio, 
attualizzato al tasso privo di rischio. 
Questo risultato illustra un importante principio generale per la valutazione delle 
opzioni, noto come “valutazione neutrale verso il rischio”. Secondo questo 
principio, non commettiamo errori nel valutare le opzioni se assumiamo che il 
mondo sia neutrale verso il rischio. I prezzi che così si otterranno saranno corretti 
anche nel mondo reale. Le argomentazioni di assenza di opportunità di 
arbitraggio e la valutazione neutrale verso il rischio forniscono la stessa risposta. 
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4.3 Modello binomiale a due stadi 
 
Figura 21: Albero binomiale a due stadi 
Possiamo estendere l’analisi al caso di un albero binomiale a due stadi41 (ossia 
due intervalli), come quello mostrato in Figura 21. 
Inizialmente il prezzo del titolo è    il quale, nel corso di ogni intervallo, sale ad 
un livello pari a   volte il valore iniziale oppure scende a un livello pari a   volte 
il valore iniziale, sotto l’ipotesi di indipendenza stocastica tra gli eventi “rialzo” e 
“ribasso” del titolo nei diversi periodi. Supponiamo che il tasso privo di rischio 
sia   e che la lunghezza dell’intervallo temporale sia pari a    anni. 
Dato che la lunghezza di un intervallo è ora   , le Equazioni (9) e (10)  
diventano: 
         [      (   )    ] (15) 
 
  
      
   
 
(16) 
 
                                                          
41
 RENDLEMAN R.J., BARTTER B.J. “Two-State Option Pricing”, Journal of Finance 34 (1979) pp. 1093-
1110. 
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Applicando ripetutamente l’Equazione (9) si ottiene: 
      
    [       (   )     ] (17) 
      
    [       (   )     ] (18) 
ed infine: 
         [      (   )    ] (19) 
dall’Equazione (19), in base alle Equazioni (17) e (18), si ottiene: 
          [           (   )    (   )
      ] (20) 
questa formula è coerente con il principio di valutazione neutrale verso il rischio. 
Le variabili   ,    (   ) e (   )  sono le probabilità di raggiungere i nodi 
finali rispettivamente superiore, intermedio e inferiore. Il prezzo dell’opzione è 
uguale al suo valore atteso in un mondo neutrale verso il rischio, attualizzato al 
tasso d’interesse per investimenti privo di rischio. 
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4.4 APPLICAZIONE I: Esempio di albero binomiale a due stadi 
Presentiamo di seguito un esempio per mostrare il funzionamento del modello 
binomiale a due stadi. Il nostro scopo è quello di calcolare il prezzo dell’opzione 
call nel nodo iniziale   come esposto in Figura 22 (Pagina 63). I dati sono i 
seguenti: 
    
 
  
 ; 
           ; 
       ; 
       ; 
        ; 
          ; 
           
Facciamo inoltre l’ipotesi che i tassi di variazione dei prezzi del titolo al rialzo e 
al ribasso (  e  ) siano uguali in ogni periodo e la probabilità neutrale verso il 
rischio sia la stessa in ogni nodo. 
In Figura 22 viene presentato l’albero binomiale a due stadi in cui in ogni nodo è 
riportato sia il prezzo del titolo sia il prezzo dell’opzione, rispettivamente il 
numero in alto e il numero in basso. 
Il valore corrente del titolo sottostante tra quattro mesi sarà       (       ) 
oppure      (       ) mentre dopo otto mesi sarà       (        ) oppure 
     (          ) oppure      (        ). 
I valori finali dell’opzione, ovvero i risultati della call ai nodi finali, si calcolano 
confrontando il valore del sottostante a scadenza con il prezzo di esercizio: nel 
nodo  , il prezzo della call è      (       ), mentre nei nodi   ed   
l’opzione risulta essere out of the money per cui il suo valore è nullo. Anche nel 
nodo   il valore sarà nullo, proprio perché conduce nei nodi   ed  , mentre per  
quanto riguarda il valore della call nel nodo  , si applica l’Equazione (9): 
     
        
 
  [           (        )   ]            
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Dove la probabilità neutrale rispetto al rischio   è stata calcolata applicando 
l’Equazione (10): 
  
        
 
      
       
        
infine, per calcolare  il prezzo dell’opzione nel nodo iniziale   applichiamo 
l’Equazione (9) al primo stadio dell’albero: 
            
 
  [                (        )   ]            
lo stesso risultato avremmo ottenuto applicando la probabilità nuetrale rispetto al 
rischio   ottenuta tramite l’Equazione (10) direttamente nell’Equazione (20): 
                
 
  [                     (        )     
   (        )   ]            
 
Figura 22: Esempio numerico di un albero binomiale a due stadi 
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4.5 Misurare la volatilità 
Quando si costruisce un albero binomiale, i parametri   e   vanno scelti in modo 
che l’albero risulti essere coerente con la volatilità del sottostante. Supponiamo 
che il sottostante sia rappresentato da una azione. Il tasso di rendimento atteso, 
nel mondo reale è pari a   e la volatilità è pari a  . La Figura 23 (Mondo reale) 
mostra le variazioni del prezzo dell’azione nel primo intervallo dell’albero. La 
lunghezza dell’intervallo è pari a   . Il prezzo dell’azione, inizialmente pari a   , 
sale a     o scende a    . La probabilità di rialzo nel mondo reale è pari a  
 . 
 
Figura 23: Alberi binomiali per il mondo reale e per il mondo neutrale verso il rischio 
Il prezzo atteso dell’azione alla fine dell’intervallo è pari a    
   . Nell’albero, il 
prezzo atteso è pari a: 
        (   
 )      (21) 
pertanto, per far sì che i parametri dell’albero siano coerenti con il prezzo atteso 
dell’azione occorre che: 
        (   
 )         
    (22) 
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Ossia che: 
 
   
      
   
 
(23) 
La volatilità   di una azione è definita in modo che  √   sia la deviazione 
standard del tasso di rendimento dell’azione nell’intervallo   . Analogalmente la 
varianza del tasso di rendimento è     . Nell’albero di Figura 23 (Mondo reale), 
la varianza
42
 del tasso di rendimento è pari a: 
       (    )     [     (    )   ]  (24) 
pertanto, per far sì che i parametri dell’albero siano coerenti con la volatilità 
dell’azione, occorre che: 
       (    )     [     (    )   ]        (25) 
sostituendo l’Equazione (23) nell’Equazione (25), si ottiene: 
      (   )                 (26) 
utilizzando l’espansione in serie di    si ha: 
 
       (
  
  
)  (
  
  
)     
(27) 
 
                                                          
42
 Si utilizza il risultato che la varianza di una variabile   è uguale a   (  )  [ ( )] , dove   indica il 
valore atteso. 
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Se si trascurano i termini di ordine     ed i termini di ordine superiore, una 
soluzione dell’Equazione (26) è rappresentata da: 
      √   (28) 
       √   (29) 
questi sono i valori di   e   per i quali l’albero binomiale risulta essere coerente 
con i valori di   e  . 
L’analisi svolta nel Paragrafo 4.2 mostra che possiamo sostituire l’albero di 
Figura 23 (Mondo reale) con l’albero di Figura 23 (Mondo neutrale verso il 
rischio) e comportarci, di conseguenza, come se il mondo fosse neutrale verso il 
rischio. In questo caso la probabilità di rialzo è  , definita dall’equazione: 
 
  
   
   
 
(30) 
dove: 
        (31) 
la variabile   è la probabilità di rialzo in un mondo neutrale verso il rischio. In 
Figura 23 (Mondo neutrale verso il rischio) il prezzo atteso dell’azione alla fine 
dell’intervallo è pari a    
    come risulta dall’Equazione (14). La varianza del 
tasso di rendimento dell’azione è: 
    (   )   [   (   ) ]       (   )           (32) 
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Sostituendo   e   in base alle Equazioni (28) e (29), si può verificare che questa 
espressione è uguale a      se si trascurano i termini di ordine     e quelli di 
ordine superiore. 
L’analisi mostra che, quando si passa dal mondo reale al mondo neutrale verso il 
rischio, il tasso di rendimento atteso dell’azione cambia, ma la volatilità resta la 
stessa (almeno quando    tende a zero). Questa è un’illustrazione di un 
importante risultato generale noto come “teorema di Girsanov”. Questo teorema 
afferma che quando si passa da un mondo con un certo insieme di attitudini verso 
il rischio ad un mondo con un altro insieme di attitudini verso il rischio, 
cambiano i tassi di crescita attesi delle variabili, ma restano inalterate le 
volatilità
43
. 
 
4.6 Aumentare il numero degli stadi 
I modelli binomiali presentati finora sono irrealisticamente semplici. Assumendo 
che i movimenti dei prezzi delle azioni, durante la vita dell’opzione, siano 
descritti da uno o due stadi binomiali, possiamo aspettarci solo dei valori molto 
approssimativi dei prezzi di quest’ultime. Possiamo però, aggiungere altri stadi 
all’albero binomiale, lasciando inalterato il principio di valutazione neutrale 
verso il rischio. Nel fare questo, si procede col dividere la vita dell’opzione in   
intervalli di lunghezza   ; ognuno di questi intervalli contiene un movimento 
binomiale del prezzo dell’azione. In questo modo i prezzi finali dell’opzione 
saranno     ed i possibili sentieri temporali saranno    (solitamente ci si 
ferma a    periodi, i quali danno luogo a     valori finali, un miliardo circa). Le 
formule che descrivono l’albero sono date dalle Equazioni (28) (29) (30) (31) 
indipendentemente dal numero degli stadi. 
                                                          
43
 Il passaggio da un certo insieme di attitudini verso il rischio ad un altro è detto a volte “cambiamento 
di misura” (changing the measure). La misura del mondo reale è a volte detta “misura P” (P-measure) 
mentre la misura del mondo neutrale verso il rischio è detta “misura Q” (Q-measure). Per ulteriori 
approfondimenti si veda (CESARI R. “Introduzione alla finanza matematica, derivati, prezzi e coperture”, 
Springer (2009) p.430 e ss.). 
 68 
 
 
Figura 24: Albero binomiale a quattro stadi 
 
In Figura 24 è illustrato un albero binomiale a quattro stadi dove al tempo zero il 
prezzo dell’azione è noto e pari a   . Al tempo    esistono due prezzi possibili, 
    e    ; al tempo     esistono tre prezzi possibili    
 ,    e    
  e così via. 
In generale, al tempo     esistono     prezzi possibili. Bisogna notare inoltre 
che l’albero si ricombina, nel senso che una variazione al rialzo seguita da una 
variazione al ribasso porta allo stesso prezzo che si ottiene quando una variazione 
al ribasso viene seguita da una variazione al rialzo. Questo è dovuto alla 
reciprocità delle condizioni (28) e (29), le quali danno luogo al seguente risultato: 
 
  
 
 
 
(33) 
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Le opzioni vengono valutate cominciando dalla fine dell’albero (al tempo  ) e 
tornando indietro lungo i sentieri. Al tempo   il valore dell’opzione è noto: una 
call varrà    (       ) mentre una put varrà    (       ). Data 
l’assunzione di neutralità verso il rischio, il valore dell’opzione ad ogni nodo 
corrispondente al tempo      può essere calcolato come valore atteso 
dell’opzione al tempo   attualizzato in base al tasso privo di rischio   per un 
periodo di tempo   . Analogalmente, il valore dell’opzione ad ogni nodo 
corrispondente al tempo       può essere calcolato come valore atteso 
dell’opzione al tempo      attualizzato in base al tasso privo di rischio   per 
un periodo di tempo    e così via (se si trattasse di un’opzione americana, 
dovremmo verificare ad ogni nodo se convenga o meno l’esercizio anticipato 
della stessa). Alla fine, tornando indietro lungo tutto l’albero, si ottiene il valore 
dell’opzione al tempo zero. 
Le procedure descritte possono essere usate per valutare un qualsiasi derivato che 
dipenda da un sottostante le cui variazioni di prezzo siano binomiali. Nei 
paragrafi seguenti utilizzeremo questo metodo per “prezzare” il certificato di tipo 
Express. 
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4.7 APPLICAZIONE II: Modello binomiale su certificato Express a 4 anni 
Dopo aver illustrato il funzionamento del modello binomiale, possiamo vedere 
una sua applicazione per effettuare il pricing di un Express certificate. A questo 
proposito utilizzeremo il certificato visto nel Capitolo 3, scritto su un indice 
azionario ed avente le seguenti caratteristiche: 
    ; 
      ; 
     ; 
       ; 
 [          ]
  [   ⁄      ⁄   ⁄      ⁄           ] ; 
      ⁄     ⁄ ; 
 [          ]
  [               ] ; 
          
     ; 
          
     ; 
 [          ]
  [            ] ; 
           
    ; 
           
    ; 
 [                ]
  [            ] ; 
               ; 
 [          ]
 : vettore dei livelli del sottostante in corrispondenza delle tre 
date di scadenza intermedie; 
          : livello del sottostante all’  ⁄     ⁄ ; 
     ; 
      ; 
          . 
Per prima cosa dobbiamo calcolare i parametri   e   da utilizzare nel modello 
binomiale. I parametri devono essere coerenti con la volatilità del sottostante per  
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cui applicando le Equazioni (28) e (29) si ottiene: 
          
          
facciamo l’ipotesi che questi parametri siano i medesimi per ogni periodo di 
tempo. Successivamente calcoliamo le probabilità neutrali al rischio tramite le 
Equazioni (30) e (31): 
          
(   )          
  e (   ) rappresentano rispettivamente la probabilità dell’evento “rialzo” e la 
probabilità dell’evento “ribasso” del prezzo del sottostante. La Figura 25 
rappresenta l’albero binomiale in cui in ogni nodo è riportato il valore del titolo 
(numero in  alto) e il valore del certificato Express (numero  in basso). 
 
Figura 25: Modello binomiale su certificato Express a 4 anni 
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Quest’albero si differenzia dall’albero binomiale standard, in quanto sono 
presenti dei sentieri troncati in corrispondenza degli eventi di estinzione 
anticipata. In linea generale, se il prezzo del sottostante subisce variazioni 
positive, viene corrisposto il premio al sottoscrittore con conseguente estinzione 
del certificato (nodi gialli), viceversa, se il prezzo del sottostante subisce 
variazioni negative, non viene corrisposto nessun premio ed il certificato 
continua a valere (rami rossi). 
I valori presenti nei nodi finali  ,   e   rappresentano il payoff che il 
sottoscrittore ottiene a scadenza: nel nodo   si verifica lo scenario in cui il livello 
finale del sottostante è maggiore dell’ultimo livello di trigger (        ) con 
liquidazione di un importo pari a     (     
 ); nei nodi   e  , essendosi 
verificato l’evento barriera, lo scenario per il sottoscrittore è dato dalla 
partecipazione alla performance (negativa) del sottostante. Bisogna notare che in 
questa rappresentazione non sono presenti gli eventi di pagamento dei premi    
al tempo    e   
  al tempo  : questa limitazione è dovuta alla semplicità e 
schematicità del modello preso in esame, che rappresenta soltanto    possibili 
sentieri di prezzo del sottostante, non prendendo in considerazione tutte le altre 
possibilità di sviluppo del sentiero. 
Continuando l’analisi di tipo backward, si nota che al tempo         , ovvero 
in corrispondenza della terza data intermedia, il certificato ha valore nullo perché 
non si è verificato l’evento di estinzione anticipata         ; viceversa, in 
corrispondenza delle date intermedie          e         , rispettivamente 
seconda e prima data intermedia, ed in corrispondenza dello scenario relativo al 
rialzo del sottostante (nodi gialli), il sottoscrittore ottiene il capitale maggiorato 
del premio stabilito, poiché si sono verificati gli eventi di estinzione anticipata 
         e         . La liquidazione del premio è pari a     in data 
  ⁄     ⁄  e pari a     in data   ⁄     ⁄ . 
Il prezzo iniziale del certificato Express iscritto nel nodo   è stato ottenuto 
applicando l’ Equazione (9) adattata in modo opportuno al nostro caso. Il 
procedimento utilizzato è il seguente: 
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1. Abbiamo attualizzato i payoff a scadenza dei nodi  ,   e   in base 
all’Equazione (20): 
 
   ⁄     ⁄    
     [ (   )         (   )
    (   )
     ] 
 
   ⁄     ⁄    
         [                                 
                                ]          
 
2. Abbiamo attualizzato il payoff relativo alla seconda data di osservazione 
intermedia         , in base all’Equazione (20): 
 
   ⁄     ⁄    
     [ (   )     (   )
      ] 
 
   ⁄     ⁄    
         [                               ]  
         
 
3. Abbiamo attualizzato il payoff relativo alla prima data di osservazione 
intermedia         , in base all’Equazione (15): 
 
   ⁄     ⁄    
    [      (   )    ] 
 
   ⁄     ⁄    
       [                      ]          
 
4. Abbiamo sommato i payoff ottenuti per ottenere il prezzo iniziale del 
certificato Express: 
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Siamo giunti così ad un risultato importante, abbiamo ottenuto la formula di 
valutazione fondamentale per effettuare un pricing del certificato Express 
considerato nell’esempio precedente: 
     
    [      (   )    ]   
            [ (   )     (   )
      ]   
            [ (   )         (   )
    (   )
     ] 
(34) 
La struttura del payoff di questo strumento è caratterizzata dalla presenza di date 
intermedie di rilevazione, nelle quali è possibile che si attivi l’evento di 
estinzione anticipata ed il conseguente pagamento del premio corrispondente. 
Questa caratteristica implica che non si tenga conto di una proprietà importante 
del modello binomiale, ovvero che il valore dello strumento derivato in ogni 
nodo debba essere pari al valore attuale atteso calcolato rispetto al valore dello 
strumento derivato nel periodo successivo. 
 
4.8 Formula di pricing in versione generale per certificati Express 
Nel paragrafo precedente abbiamo applicato il modello binomiale ad un 
certificato di tipo Express di durata quadriennale. A questo punto possiamo 
dedurre, sulla base delle osservazioni fatte in precedenza, la formula di 
valutazione in versione generale. Avremo bisogno delle seguenti definizioni: 
 rebate : importo predefinito in emissione composto dal capitale 
maggiorato del premio (    ); 
   : durata espressa in anni; 
             : date di osservazione intermedie; 
   : scadenza finale; 
   : livello barriera; 
    : prezzo iniziale del certificato Express; 
   : tasso d’interesse per investimenti privi di rischio; 
    : intervallo temporale considerato; 
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 [           ]
  : vettore dei rebate in corrispondenza delle     date 
di osservazione intermedie; 
   
  : rebate a scadenza se         ; 
   
  : rebate a scadenza se         e        (  )   ; 
 [           ]
  : vettore dei livelli del sottostante in corrispondenza 
delle     date di scadenza intermedie; 
    : livello del sottostante a scadenza; 
 [                 ]
  : vettore dei livelli di trigger in corrispondenza 
delle     date di osservazione intermedie; 
      : livello di trigger alla scadenza; 
 [           ]
  : vettore delle probabilità neutrali verso il rischio di 
estinzione anticipata; 
    : probabilità neutrale verso il rischio di  aver toccato la barriera a 
scadenza; 
   
  : probabilità neutrale verso il rischio di ottenere il rebate   
  a 
scadenza; 
   
  : probabilità neutrale verso il rischio di ottenere il rebate   
  a 
scadenza. 
Inoltre facciamo le seguenti assunzioni: 
 indipendenza stocastica tra gli eventi “rialzo” e “ribasso” del prezzo del 
sottostante nelle diverse epoche; 
 [           ]
  ,    ,   
  e   
  sono probabilità calcolate secondo il 
principio di valutazione neutrale verso il rischio tipico del modello 
binomiale; 
                           : prendiamo in considerazione il 
caso in cui il livello di trigger sia differenziato in maniera decrescente per 
date di osservazione successive; 
 Prendiamo in considerazione il caso in cui l’emittente decida di 
rimborsare a scadenza il capitale maggiorato di un premio se si verifica 
        e        (  )   . 
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A questo punto è possibile scrivere la formula di valutazione generale per 
effettuare il pricing di un certificato Express: 
 
   (∑ 
           )   
       (  
    
  
   
   
  
   
      ) 
(35) 
 
 
4.9 APPLICAZIONE III: Formula generale su certificato Express a 2 anni 
Prendiamo in considerazione un Express con le seguenti caratteristiche: 
    ; 
      ; 
     ; 
      ; 
      ⁄      ; 
      ⁄     ⁄ ; 
       ; 
   
     ; 
   
     ; 
        ; 
      ⁄     ⁄    ; 
     ; 
      ; 
          . 
Sempre supponendo che   e   siano uguali in ogni periodo preso in esame, 
utilizziamo le formule (28) (29) (30) e (31) per ottenere: 
         
         
         
(   )         
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Riportiamo Figura 26 l’albero binomiale a due stadi, in ogni nodo è riportato il 
valore del titolo sottostante (numero in alto) e il valore del certificato Express 
(numero in basso). 
 
Figura 26: Albero binomiale a due stadi per un certificato Express 
Nella prima data di osservazione intermedia (       ⁄ ) se il sottostante ha 
subito un rialzo (nodo  ), si verifica la condizione          che produce 
l’estinzione anticipata del certificato ed il conseguente pagamento del rebate pari 
a    ; se, viceversa, si verifica un ribasso del titolo, il certificato continua a 
valere senza pagare nessun premio, motivo per il quale ha valore nullo. 
A scadenza invece, in caso di          si ottiene un rebate pari a     (nodo 
 ), mentre si ottiene un rebate pari a     (nodo  ) in caso di         e 
        (  )   . In questo esempio la barriera non viene mai toccata. 
Applicando l’Equazione (35) calcoliamo il prezzo iniziale del certificato Express; 
in questo caso specifico la formula: 
   (∑ 
           )   
       (  
    
  
   
   
  
   
      ) 
 78 
 
Diventa: 
    
          
     (  
   
    
   
 ) 
dove: 
          ; 
   
  (   )        ; 
   
  (   )        . 
Inserendo questi valori nella formula di pricing otteniamo: 
    
                        (                     )           
 
4.10 APPLICAZIONE IV: Formula generale su certificato Express a 4 anni 
Riconsideriamo adesso il certificato Express di durata quadriennale visto nel 
Paragrafo 4.7 e nel Capitolo 3. Utilizzando l’Equazione (9) avevamo ottenuto un 
prezzo pari a        . È sicuramente molto interessante effettuare il pricing dello 
strumento utilizzando questa volta l’Equazione (35) e confrontare i prezzi 
ottenuti. Le caratteristiche dello strumento sono le stesse viste in precedenza, 
ricordiamo solamente: 
    ; 
     ; 
        
      ; 
 [          ]
  [   ⁄      ⁄   ⁄      ⁄           ] ; 
     ⁄     ⁄ ; 
 [          ]
  [               ] ; 
           
     ;            
     ; 
 [                ]
  [            ] ;                ; 
     ;      ;          ; 
          ; 
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          ; 
          ; 
 (   )           
Riportiamo in Figura 27 l’albero binomiale a quattro stadi in cui in ogni nodo è 
riportato il valore del titolo sottostante (numero in alto) e il valore del certificato 
Express (numero in basso). 
 
Figura 27: Albero binomiale a quattro stadi per un certificato Express 
Applichiamo l’Equazione (35): 
   (∑ 
           )   
       (  
    
  
   
   
  
   
      ) 
la quale adattata al certificato quadriennale diventa: 
   (∑ 
         )   
     (  
    
  
 
   
  
   
      ) 
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Sviluppando la prima parte della formula otteniamo: 
   ( 
        )  ( 
         )  ( 
         )   
     (  
   
    
   
      ) 
nella prima parte della formula possiamo notare che, in corrispondenza della data 
intermedia         , il certificato ha valore nullo perché non si è verificato 
l’evento         ; nella seconda parte della formula invece, in corrispondenza 
della scadenza finale del certificato, nei nodi   e   la barriera viene toccata, 
attivando la partecipazione alla performance (negativa) del sottostante. Possiamo 
quindi ulteriormente semplificare la formula come segue: 
   ( 
        )  ( 
         )   
     (  
   
    ( )  ( )    ( )  ( )). 
A questo punto calcoliamo i valori da inserire nella formula: 
           ; 
    (   )        ; 
   
  (   )           ; 
   ( )   (   )
         ; 
   ( )  (   )
         . 
La formula diventa: 
   ( 
                 )  (                   )   
         (                                      ) 
           
come si può notare il prezzo trovato con l’Equazione (35) è uguale al prezzo 
trovato con l’Equazione (9). 
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4.11 APPLICAZIONE V: Formula generale su certificato Express a 6 anni 
Proponiamo infine un’ultimo esempio. L’Equazione (35) verrà applicata ad un 
Express di durata sessennale, poiché questa è la durata massima dei certificati 
Express presenti attualmente sul mercato. Le caratteristiche di questo strumento 
sono: 
    ; 
     ; 
        
      ; 
 [                  ]
  [   ⁄     ⁄    ⁄     ⁄    ⁄     ⁄    ⁄     ⁄          ⁄  ] ; 
     ⁄     ⁄ ; 
 [                  ]
  [                         ] ; 
           
     ;            
     ; 
 [                            ]
  [                    ] ;  
               ; 
     ;      ;          ; 
          ; 
          ; 
          ; 
 (   )           
La Figura 28 (Pagina 82) mostra l’albero binomiale a sei stadi in cui in ogni nodo 
è riportato sia il valore del titolo sottostante (numero in alto) sia il valore del 
certificato Express (numero in basso). Applichiamo l’Equazione (35): 
   (∑ 
           )   
       (  
    
  
   
   
  
   
      ) 
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La quale adattata al certificato sessennale diventa: 
   (∑ 
         )   
     (  
    
  
 
   
  
   
      ) 
sviluppando la prima parte della formula otteniamo: 
   ( 
        )  ( 
         )  ( 
         )  ( 
         )  ( 
         )  
        (  
   
    
   
      ) 
 
Figura 28: Albero binomiale a sei stadi per un certificato Express 
Dalla Figura 28 notiamo che alle date intermedie   ⁄       e   ⁄       non si 
verifica l’evento di estinzione anticipata, per cui è possibile semplificare la prima 
parte della formula. Inoltre, alla scadenza del certificato, in corrispondenza del 
nodo   si verifica il pagamento del premio           
 , mentre nei nodi  ,   e   si 
partecipa alla performance (negativa) del sottostante.  
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Per cui possiamo riscrivere la formula come segue: 
   ( 
        )  ( 
         )  ( 
         )   
        (  
   
    ( )  ( )    ( )  ( )    ( )  ( )) 
dove: 
           : probabilità neutrale verso il rischio di ottenere    alla data 
intermedia   ⁄     ⁄ ; 
    (   )        : probabilità neutrale verso il rischio di ottenere 
   alla data intermedia   ⁄     ⁄ ; 
    (   )
           : probabilità neutrale verso il rischio di 
ottenere    alla data intermedia   ⁄     ⁄ ; 
   
   (   )          : probabilità neutrale verso il rischio di 
ottenere           
  alla scadenza (nodo  ); 
   ( )   (   )
           : probabilità neutrale verso il rischio di 
giungere al nodo   alla scadenza; 
   ( )   (   )
         : probabilità neutrale verso il rischio di 
giungere al nodo   alla scadenza; 
   ( )  (   )
         : probabilità neutrale verso il rischio di 
giungere al nodo   alla scadenza. 
A questo punto possiamo inserire i dati nella formula: 
   ( 
                 )  (                   )  (                    )
         (                                                   ) 
            
È fondamentale sottolineare che, nonostante il certificato Express sia uno 
strumento caratterizzato da una struttura finanziaria particolarmente complessa, è 
stato possibile ricavare empiricamente una formula di pricing relativamente 
semplice. 
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Finora abbiamo preso in considerazione il modello binomiale come modello di 
pricing di riferimento: abbiamo descritto la relativa teoria partendo da un 
modello piuttosto semplice fino ad arrivare ad un modello ad   stadi. Abbiamo 
introdotto inoltre i concetti di valutazione neutrale verso il rischio e di scelta dei 
parametri adeguati al modello. Successivamente abbiamo applicato questo 
modello al certificato Express visto nel Capitolo 3 e, attraverso un’analisi di tipo 
backward, abbiamo ricavato empiricamente la formula di valutazione generale 
(35), con la quale abbiamo calcolato il prezzo del certificato stesso. Infine 
abbiamo applicato con successo la formula ad una serie di esempi, ciascuno 
contenenti un certificato Express di diversa durata. 
Nei capitoli successivi, analizzeremo la formula di Black-Scholes per il pricing 
di opzioni europee che non pagano dividendi durante il periodo; 
successivamente, presenteremo il metodo di simulazione Monte Carlo e lo 
applicheremo al certificato di tipo Express, in modo tale da confrontare i prezzi 
ottenuti dalle due diverse tecniche. 
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CAPITOLO 5 
Modello di Black & Scholes 
 
Il modello di Black-Scholes venne sviluppato agli inizi degli anni ’70 da Fischer 
Black, Myron Scholes e Robert Merton
44
. Esso ha rappresentato un contributo 
fondamentale alla teoria della valutazione delle opzioni ed ha avuto un’enorme 
impatto nel mondo dell’ingegneria finanziaria. Alla base di questo modello c’è 
l’equazione differenziale di Black-Scholes-Merton; essa è un’equazione che deve 
essere soddisfatta dal prezzo di ogni derivato, che dipende dal prezzo di un titolo 
sottostante che non paga dividendi. Per comprendere la derivazione di questa 
importante formula, partiremo con l’analizzare i processi stocastici di base, 
successivamente analizzeremo le ipotesi sottostanti al modello, ed infine 
arriveremo all’esposizione dell’equazione proposta dagli autori. 
 
5.1 Modelli stocastici per i mercati finanziari 
Prendiamo in considerazione un qualsiasi prodotto finanziario quotato in borsa 
(asset). Possiamo calcolarne la media, la varianza e la probabile distribuzione dei 
prezzi futuri a partire dalla sua storia passata. Nello specifico il valore o prezzo   
dell’asset costituisce un processo stocastico            e quindi    è una 
variabile aleatoria che rappresenta, ad ogni istante  , il prezzo dell’asset in quel 
preciso istante di tempo. Vediamo come sia possibile definire un semplice 
modello dei movimenti dei prezzi di un asset, che utilizzi i parametri tratti, ad 
esempio, dai dati storici. 
Sotto l’ipotesi di mercato efficiente, sappiamo che i prezzi degli asset si 
muovono in modo casuale: la storia passata dell’asset si riflette pienamente nel 
                                                          
44
 BLACK F., SCHOLES M. “The Pricing of Options and Corporate Liabilities”, Journal of Political Economy 
Vol. 81 No. 3 (1973), pp. 637-654. 
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prezzo presente e i mercati rispondono immediatamente a qualsiasi nuova 
informazione che riguardi i loro prezzi. Con queste ipotesi, le variazioni nel 
prezzo di un asset costituiscono un processo di Markov. 
Le variazioni di prezzo assolute di un asset non sono in sé stesse molto 
significative (una variazione di      su un prezzo di       ha maggior peso 
rispetto alla stessa variazione su un prezzo di      ). Risulta essere 
maggiormente significativo utilizzare variazioni di prezzo relative e definire 
quindi il rendimento dell’asset nell’intervallo [     ] come la quantità: 
 (     )
  
 
(36) 
Essendo    il prezzo di un asset al tempo  , possiamo considerare un piccolo 
intervallo di tempo successivo    durante il quale il prezzo dell’asset varia da    
a      . Il modello più comune decompone il rendimento: 
   
  
 
(37) 
in due contributi: il primo è un rendimento deterministico, predicibile, affine al 
rendimento per investimenti privi di rischio. Esso è dato dalla quantità: 
      (38) 
dove   è una misura del tasso medio di crescita del prezzo dell’asset, noto come 
drift. Nei modelli più semplici   è assunto costante, in generale esso può essere 
funzione di    e di  . 
Il secondo contributo, traduce le variazioni casuali nel prezzo dell’asset in 
risposta a fattori esterni, come potrebbero essere le notizie inaspettate.  Esso è 
rappresentato da un campionamento aleatorio estratto da una distribuzione 
normale con media zero ed è dato dalla quantità: 
      (39) 
dove   è la volatilità e misura la deviazione standard dei rendimenti. 
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Unendo i due contributi, otteniamo l’equazione differenziale stocastica: 
   
 
           
(40) 
abbiamo così ottenuto una rappresentazione matematica della legge che genera il 
prezzo dell’asset. Questo modello di comportamento del prezzo dell’asset è 
conosciuto come moto browniano geometrico. L’Equazione (40) può essere 
riscritta anche nella forma: 
                   (41) 
Se fosse possibile eliminare il termine    prendendo     si otterrebbe 
l’equazione differenziale ordinaria: 
   
 
      
(42) 
oppure: 
   
  
     
(43) 
quando   è costante, la soluzione di questa equazione è data da: 
       
 (    ) (44) 
dove    è il valore dell’asset  all’istante   . Quindi, nel caso in cui     il 
prezzo dell’asset è completamente deterministico e presenta una crescita 
esponenziale che può essere valutata in condizioni di certezza. Possiamo 
riscrivere così la versione discreta di questo modello: 
   
 
           
(45) 
                  (46) 
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Dove il termine    esprime la natura aleatoria tipica del prezzo di un asset e 
definisce un processo di Weiner
45
. Esso è un particolare tipo di processo 
stocastico di Markov ed è utilizzato in fisica per descrivere il movimento delle 
particelle soggette ad un grande numero di piccoli shock. Solitamente si fa 
riferimento ad esso con il nome di moto browniano. Formalmente una variabile   
segue un processo di Weiner se soddisfa le seguenti  proprietà: 
1. Un suo cambiamento pari a    durante un piccolo periodo di tempo    è 
dato da: 
      √   (47) 
dove   è una variabile aleatoria avente una distribuzione normale 
standard, ovvero con media nulla e varianza unitaria  (   ). Da questa 
proprietà segue che    è a sua volta una distribuzione normale con: 
 media:  [  ]   ; 
 varianza:    [  ]    . 
 
2. I valori    rispetto a due differenti piccoli intervalli di tempo    sono 
indipendenti. Questa proprietà implica che   segue un processo di Markov. 
L’Equazione (40) rispecchia abbastanza fedelmente l’andamento delle serie 
storiche reali. È un modello ancora molto seguito, nonostante i dati reali 
presentino larghe variazioni assolute dei prezzi con probabilità maggiore di 
quanto venga previsto dalla teoria. Un pregio di questo modello è quello di 
costituire un punto di partenza per la costruzione di modelli più raffinati. Un 
esempio di generalizzazione dell’ Equazione (40) è dato dall’equazione 
differenziale stocastica: 
     (   )     (   )    (48) 
                                                          
45
 HULL, op. cit., p. 261. 
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in cui i coefficienti di    e    sono funzioni assegnate di   e/o di  . In questo 
modo si ha la discrezione di scegliere le funzioni   e  , individuando quelle che 
descrivono meglio l’evoluzione del prezzo dell’asset preso in esame. 
 
5.2 Assunzioni 
L’analisi di Black-Scholes-Merton parte dalla formazione di un portafoglio privo 
di rischio contenente azioni ed opzioni, procedimento che abbiamo già analizzato 
nella trattazione del modello binomiale. In assenza di opportunità di arbitraggio, 
il tasso di rendimento del portafoglio deve essere pari al tasso d’interesse privo di 
rischio. Il prezzo dell’azione ed il prezzo dell’opzione sono entrambi influenzati 
dalla stessa fonte di incertezza: la variazione del prezzo dell’azione. Per questo 
motivo è possibile formare un portafoglio privo di rischio con queste due attività. 
In ogni breve intervallo di tempo, il prezzo di una call è perfettamente correlato 
positivamente con il prezzo del titolo sottostante, mentre il prezzo di una put è 
perfettamente correlato negativamente con il prezzo del titolo sottostante. Quindi, 
formando un appropriato portafoglio di opzioni ed azioni, il profitto o la perdita 
sulla posizione in azioni viene sempre compensato dalla perdita o dal profitto 
sulla posizione in opzioni, in modo tale che alla fine del breve periodo di tempo 
il valore complessivo del portafoglio risulta sempre essere noto con certezza. È 
comunque vero che il tasso di rendimento del portafoglio privo di rischio, in ogni 
periodo di tempo breve, deve essere pari al tasso d’interesse privo di rischio. 
Le assunzioni alla base dell’equazione differenziale di Black-Scholes-Merton 
sono: 
1. Il prezzo dell’azione segue il processo stocastico con   e   costanti  
                ; 
2. Non esistono costi di transazione o tasse ed i titoli sono perfettamente 
divisibili; 
3. Sono consentite le vendite allo scoperto e non esistono restrizioni 
all’utilizzo dei relativi proventi; 
4. L’azione non paga dividendi durante la vita del derivato; 
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5. I titoli vengono negoziati continuamente; 
6. Non esistono opportunità di arbitraggio; 
7. Il tasso di interesse a breve privo di rischio pari a   è uguale per tutte le 
scadenze. 
 
5.3 Equazione differenziale fondamentale 
Assumiamo che il prezzo spot   dell’azione segua il seguente processo: 
                  (49) 
definiamo   come il prezzo di un’opzione call o di un altro derivato che dipenda 
da  . Questa variabile deve essere una funzione di   e di  . Quindi, in base al 
Lemma di Itō46, si ha: 
 
   (
  
  
   
  
  
 
 
 
 
   
   
     )   
  
  
      
(50) 
le versioni discrete delle Equazioni (49) e (50) sono: 
                  (51) 
 
   (
  
  
   
  
  
 
 
 
 
   
   
     )   
  
  
      
(52) 
dove    e    sono le variazioni di   e di   in un piccolo intervallo di tempo   . I 
processi di Wiener da cui sono influenzate le dinamiche di   e di   sono gli 
stessi. In altre parole,    (   √  ) sono gli stessi nelle Equazioni (51) e (52). 
Di conseguenza, costruendo un portafoglio in cui sia presente l’azione ed il 
derivato, il processo di Weiner potrà essere eliminato. 
 
                                                          
46
 ITŌ K. “On Stochastic Differential Equations” Memoirs of the American Mathematical Society No. 4 
(1951), pp. 1-51. 
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Il portafoglio che andremo a costruire sarà formato da: 
                         
 
  
  
                     
il possessore di questo portafoglio è corto di un derivato e lungo di una quantità 
di azioni pari a 
  
  
. Definendo come   il valore del portafoglio, si ha per 
definizione: 
      
  
  
  (53) 
la variazione    del valore del portafoglio nell’intervallo di tempo    è data  da: 
 
       
  
  
   
(54) 
sostituendo le Equazioni (51) e (52) nell’Equazione (54) si ottiene: 
 
    (
  
  
 
 
 
 
   
   
     )   
(55) 
Dato che in questa equazione non figura il termine   , il portafoglio deve essere 
privo di rischio durante l’intervallo di tempo   . A causa delle assunzioni fatte in 
precedenza, il portafoglio deve rendere nel prossimo istante di tempo lo stesso 
rendimento dei titoli a breve, privi di rischio. Nel caso questo rendesse di più, gli 
arbitraggisti potrebbero avere un guadagno vendendo titoli privi di rischio per 
finanziare l’acquisto del portafoglio; nel caso contrario, in cui il portafoglio 
rendesse di meno, essi potrebbero ottenere gli stessi risultati vendendo il 
portafoglio per finanziare l’acquisto di titoli privi di rischio. Ne segue che: 
         (56) 
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Dove   è il tasso d’interesse privo di rischio. Sostituendo nell’Equazione (56) i 
valori di   e di    riportati nell’Equazioni (53) e (54) si ottiene47: 
 
(
  
  
 
 
 
 
   
   
     )    (  
  
  
 )    
(57) 
   
  
   
  
  
 
 
 
    
   
   
     
(58) 
L’Equazione (58) è l’equazione differenziale di Black-Scholes-Morten. Essa ha 
molte soluzioni, una per ogni derivato che dipende da  , la variabile sottostante. 
La soluzione particolare che si ottiene risolvendo l’equazione dipende dalle 
“condizioni al contorno” (boundary conditions). Con queste condizioni possiamo 
definire il valore del derivato per valori estremi di   e di  . Nel caso di una call 
europea la principale condizione al contorno è data da: 
      (     )               (59) 
mentre, nel caso di una put europea: 
      (     )               (60) 
Il portafoglio utilizzato per derivare l’Equazione (10) non è permanentemente 
privo di rischio, lo è solo per un periodo di tempo infinitesimo. Ad un 
cambiamento di   e di   succederà un cambiamento di 
  
  
. In conclusione, per 
mantenere il portafoglio privo di rischio, è necessario aggiustare frequentemente 
le proporzioni del derivato e dell’azione tenute in portafoglio. 
 
 
 
                                                          
47
 BRADIMANTE P. “Numerical Methods in Finance and Economics, A MATLAB-Based Introduction”, 
Second Edition, John Wiley & Sons (2006), p. 109. 
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5.4 Valutazione neutrale verso il rischio 
Il principio della valutazione neutrale verso il rischio trae origine dal fatto che 
nell’Equazione (10) non figurano variabili che siano influenzate dalla 
propensione al rischio degli investitori. Le variabili che appaiono nell’equazione 
sono: 
1. prezzo corrente dell’azione; 
2. tempo; 
3. volatilità dell’azione; 
4. tasso d’interesse privo di rischio. 
Tutte queste variabili non dipendono dalla propensione al rischio degli 
investitori. L’equazione differenziale di Black-Scholes-Merton non sarebbe 
indipendente dalla propensione al rischio degli investitori se contenesse il tasso 
di rendimento atteso dell’azione  , il quale, appunto, dipende dalla propensione 
al rischio. Ad una maggiore avversione al rischio degli investitori, corrisponde un 
maggior tasso di rendimento atteso di ogni titolo. Fortunatamente, nel derivare 
l’equazione, i termini di   si elidono a vicenda. Da questo fatto segue che la 
propensione al rischio degli investitori non può influenzare la soluzione 
dell’equazione differenziale. Pertanto, al fine di determinare il valore corrente di 
un derivato  , possiamo assumere che tutti gli investitori siano neutrali verso il 
rischio. Conseguenza di questa assunzione è il fatto che il tasso di rendimento 
atteso di tutti i titoli sia uguale al tasso d’interesse privo di rischio,  . Gli 
investitori quindi, non richiedono alcun premio per assumersi dei rischi ed il 
valore attuale di ogni futuro pagamento si calcola attualizzandone il valore atteso 
in base al tasso d’interesse privo di rischio. In conclusione, l’assunzione che il 
mondo sia neutrale verso il rischio semplifica notevolmente l’analisi dei derivati. 
Prendiamo in considerazione un derivato che offre un certo payoff al tempo  . 
Applicando il principio della valutazione neutrale verso il rischio, possiamo 
darne una valutazione nel seguente modo: 
1. assumiamo che il tasso di rendimento atteso dell’attività sottostante sia 
pari al tasso d’interesse privo di rischio   (assumiamo quindi che    ); 
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2. calcoliamo il valore atteso del derivato al tempo  ; 
3. attualizziamo questo valore atteso in base al tasso risk free. 
Bisogna sottolineare che il principio di valutazione neutrale verso il rischio è un 
artifizio che permette di ottenere soluzioni dell’equazione differenziale di Black-
Scholes. Le soluzioni che si ottengono sono valide in tutti i mondi, non solo in 
quelli dove gli investitori siano neutrali al rischio. Difatti, qualora si passasse da 
un mondo neutrale verso il rischio ad un mondo avverso al rischio, accadrebbero 
due cose: il tasso di crescita atteso del prezzo delle azioni cambierebbe ed il tasso 
di sconto che dev’essere usato per i payoff del derivato cambierebbe. Questi due 
movimenti si compenserebbero perfettamente. 
 
5.5 Formule di valutazione di Black & Scholes 
Le formule di Black-Scholes per i prezzi al tempo zero di una call e di una put 
europea scritte su di un titolo che non paga dividendi: 
       (  )    
    (  ) (61) 
          (   )     (   ) (62) 
dove: 
 
    
  (
  
 
)  (  
  
 
) 
 √ 
 
(63) 
 
    
  (
  
 
)  (  
  
 
) 
 √ 
     √  
(64) 
L’espressione  ( ) indica la funzione di distribuzione di una variabile normale 
con media nulla e deviazione standard pari a  , ossia la probabilità che una 
variabile normale standardizzata assuma un valore inferiore a  . Come al solito 
   è il prezzo dell’azione al tempo zero,   è il prezzo di esercizio,   è il tasso 
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d’interesse privo di rischio (composto continuamente),   è la volatilità del prezzo 
dell’azione,   è la vita residua dell’opzione,   e   sono i prezzi delle opzioni, 
rispettivamente call e put. 
Un modo per ricavare le formule di Black-Scholes è quello di risolvere 
l’Equazione Differenziale (58) soggetta alle condizioni al contorno espresse dalle 
Equazioni (59) e (60). Un secondo procedimento è quello di ricavarle in base al 
principio della valutazione neutrale verso il rischio. Prendiamo in considerazione 
una call europea. In un mondo neutrale verso il rischio, il valore atteso della call 
è dato da: 
  [   (      )]  (65) 
dove   indica il valore atteso in un mondo neutrale verso il rischio. In base al 
principio della valutazione neutrale verso il rischio, il valore corrente   della call 
si ottiene attualizzando il valore in base al tasso privo di rischio: 
        [   (      )]  (66) 
da questa equazione si ricava l’Equazione (61), la quale può essere riscritta nel 
seguente modo: 
    
    [   (  ) 
     (  )] (67) 
l’espressione  (  ) rappresenta le probabilità (in un mondo neutrale verso il 
rischio) che l’opzione venga esercitata, cosicché   (  ) sia il prezzo 
d’esercizio moltiplicato per la probabilità che esso stesso venga pagato. 
L’espressione    (  ) 
   è il valore atteso (in un mondo neutrale verso il 
rischio) di una variabile che è pari a    se      e che è pari a zero altrimenti. 
Finora abbiamo assunto che il tasso di interesse privo di rischio   sia costante. 
Nella pratica, dato che i tassi d’interesse sono stocastici, il tasso   che figura 
nelle equazioni Black-Scholes viene posto uguale al risk free di durata  . Questa 
prassi è teoricamente corretta purché   sia una funzione nota del tempo; è anche 
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corretta se   è stocastico, purché il prezzo dell’azione al tempo   sia log-normale 
ed il parametro di volatilità venga scelto in modo appropriato. 
 
5.6 Stima della volatilità 
Come abbiamo visto, la formula di Black-Scholes dipende da   parametri: 
1. il prezzo dell’azione sottostante; 
2. il prezzo di esercizio dell’opzione; 
3. il tempo a scadenza dell’opzione; 
4. il tasso di interesse privo di rischio; 
5. la deviazione standard dei rendimenti dell’azione sottostante. 
Mentre i primi   parametri non implicano nessuna difficoltà di calcolo, per 
quanto riguarda la stima di  , esistono due metodi comuni per ottenerla: 
 calcolare   sulla base dei rendimenti storici dell’azione; 
 calcolare   come volatilità implicita nel prezzo di un’opzione sull’azione. 
Nel primo caso si analizzano i prezzi storici dell’azione presi in un determinato 
arco temporale; questo intervallo può essere scelto arbitrariamente da ogni 
operatore (non è possibile stabilire a priori quale intervallo di tempo sia più 
appropriato). Nel secondo caso la volatilità implicita prescinde dai valori storici 
ma si determina sulla base dei prezzi di mercato delle opzioni. In sintesi la 
volatilità implicita è quella volatilità che restituisce il prezzo delle opzioni 
(utilizzando la formula di Black-Scholes) presenti in quel dato momento sul 
mercato. In pratica, mentre la volatilità storica è una misura backward-looking, 
quella implicita fornisce una stima forward-looking della volatilità. Non esiste 
una soluzione migliore dell’altra, sono solo due metodi differenti di valutazione 
della volatilità e spetta al singolo operatore decidere quale metodologia utilizzare 
per effettuare la stima. 
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In conclusione possiamo dire che la formula di Black-Scholes per il pricing di 
opzioni rappresenta una delle più potenti innovazioni della finanza moderna ed è 
ampiamente usata non solo per prezzare opzioni, ma anche come schema di 
analisi concettuale per la valutazione di titoli più complessi. 
 
5.7 Convergenza del modello binomiale alla formula di Black & Scholes 
Alla luce di quanto esposto in questo capitolo e riprendendo in analisi il modello 
binomiale visto nel capitolo precedente, possiamo fare un’importante 
osservazione. Considerando il numero dei passi in cui si suddivide l’albero 
binomiale, si osserva che, al limite, col diminuire della lunghezza dell’intervallo, 
il modello binomiale converge con il modello Black-Scholes, dove si ipotizza 
che il prezzo dell’azione sia distribuito in modo log-normale48. Prendiamo come 
esempio il caso di una opzione call scritta su di un sottostante, che abbia le 
seguenti caratteristiche: 
1.         : prezzo corrente dell’azione sottostante; 
2.        : prezzo d’esercizio dell’opzione; 
3.        : vita residua espressa in anni; 
4.        : tasso d’interesse privo di rischio; 
5.        : volatilità dell’azione sottostante. 
Utilizzando le equazioni viste nel Paragrafo 5.5, calcoliamo il prezzo della call 
secondo la formula di valutazione di Black-Scholes. Il risultato è di          . 
Per quanto concerne il modello binomiale, utilizzando il procedimento presentato 
nel Capitolo 4, dobbiamo calcolare la dimensione dell’intervallo    scegliendo il 
numero di intervalli   (   
 
 
). Per dimostrare numericamente e graficamente la 
convergenza dei modelli all’aumentare del numero degli step, faremo diverse 
ipotesi su  , come esposto in Tabella 9 (Pagina 98). 
                                                          
48
 Esistono ulteriori approssimazioni alternative a quella presentata in questo paragrafo, si veda in tal 
proposito: BENNINGA S., STEINMETZ R., STROUGHAIR J. “Implementing Numerical Option Pricing 
Models”, Rodney L. White Center for Financial Research (1993). 
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CALCOLO CON MODELLO BINOMIALE ALL’AUMENTARE DEL NUMERO DI STEP (n) 
                    
                                                    
Tabella 9: Calcolo con il modello binomiale al crescere di n 
In Figura 29 si evidenzia come il modello binomiale rappresenti una buona 
approssimazione del modello di Black-Scholes. 
 
Figura 29: Convergenza del modello binomiale verso Black-Scholes 
Osservando le linee del grafico possiamo notare come si raggiunga una 
convergenza già dopo una decina di passi ( ). Difatti, già dopo    passi le 
differenze sono contenute al centesimo di euro:           per il modello di 
Black-Scholes contro i            per il modello binomiale. 
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CAPITOLO 6 
Metodo Monte Carlo 
 
Il metodo Monte Carlo è un metodo stocastico per il calcolo numerico di quantità 
deterministiche. La simulazione Monte Carlo per la valutazione del prezzo di un 
derivato consiste nell’individuazione di possibili sentieri di prezzo per il 
sottostante, sfruttando l’assunzione di operare in un ambiente neutrale al rischio. 
Questo metodo permette di calcolare il valore di qualsiasi derivato che dipenda 
da un sottostante   come media attualizzata dei payoff che il derivato genera alla 
scadenza. Il primo approccio di questo tipo è stato presentato da Boyle
49
 e questo 
rappresenta anche il primo contributo che prevede l’applicazione della 
simulazione Monte Carlo a tematiche di carattere finanziario. 
 
6.1 Impostazione generale 
Facendo riferimento ad un derivato con scadenza   che dipenda da una sola 
variabile di mercato   ed assumendo che i tassi d’interesse siano costanti, il 
metodo Monte Carlo prevede i seguenti passi: 
1. generazione di un sentiero temporale per i prezzi del sottostante a 
scadenza, in un mondo neutrale verso il rischio; 
2. calcolo del payoff finale del derivato; 
3. ripetizione dei passi   e   per ottenere una serie di valori campionari in un 
mondo neutrale al rischio; 
4. stima del valore finale atteso del derivato, in un mondo neutrale verso il 
rischio, come media aritmetica dei valori finali campionari; 
5. determinazione del valore corrente del derivato attualizzando il valore 
finale atteso al tasso privo di rischio. 
                                                          
49
 BOYLE P.”Options: A Monte Carlo Approach”, Journal of Financial Economics 4 (1977), pp. 323-338. 
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Supponiamo che in un modo neutrale al rischio, il processo seguito dalla 
variabile di mercato sottostante sia: 
     ̂         (68) 
dove    è un processo di Wiener,  ̂ è il tasso di rendimento atteso in un mondo 
neutrale verso il rischio e   è la volatilità50. Per simulare il sentiero seguito da  , 
dividiamo la vita del derivato in   intervalli, ciascuno di lunghezza   , e 
approssimiamo l’Equazione (68) con: 
           ̂         √   (69) 
dove    è il valore del sottostante al tempo   ed   è un’estrazione casuale da una 
distribuzione normale standardizzata. Quest’equazione consente di determinare il 
valore di   al tempo    in base al valore di   al tempo zero, il valore al tempo 
    in base al valore al tempo   , e così via. Quindi per ogni simulazione si 
costruisce un intero sentiero temporale per   sulla base di   estrazioni casuali da 
una distribuzione normale. Nella pratica è più accurato misurare   ( ) piuttosto 
che  . In base al lemma di Itō, il processo seguito da   ( ) è: 
     ( )  ( ̂  
  
 
)       (70) 
per cui: 
               ( ̂  
  
 
)     √   (71) 
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 Se   è il prezzo di un titolo che non paga dividendi, si ha  ̂   . 
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Ovvero: 
          
( ̂ 
  
 )     √   (72) 
questa equazione viene utilizzata per costruire i sentieri temporali di  . Lavorare 
con   ( ) invece di  , nel caso di  ̂ e   costanti, permette che l’equazione: 
            ( ̂  
  
 
)    √  (73) 
valga per qualsiasi T 
51
. Ne segue che: 
       
( ̂ 
  
 )    √  (74) 
questa equazione può essere utilizzata per valutare derivati che offrano al tempo 
  un payoff non-standard. Il principale vantaggio del metodo Monte Carlo è di 
essere un metodo utilizzabile anche nel caso in cui il valore finale del derivato 
dipenda dal sentiero temporale seguito dalla variabile sottostante, oltre ai casi in 
cui dipenda solo dal valore finale di  . I pagamenti previsti dal derivato possono 
essere più di uno e non essere concentrati tutti alla fine. È possibile trattare 
qualsiasi processo stocastico per   e la procedura può essere utilizzata anche nel 
caso in cui il valore finale del derivato dipenda da più variabili di mercato. Per 
quanto riguarda gli svantaggi, il metodo Monte Carlo risulta essere molto costoso 
dal punto di vista dei tempi di calcolo ed essere non facilmente adattabile a 
situazioni in cui ci siano opportunità di esercizio anticipato. 
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 L’Equazione (69) invece, vale solo al limite, per     . 
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6.2 Metodo Monte Carlo applicato ad un’opzione europea 
Con riferimento ad un’opzione call europea scritta su di un sottostante che non 
paga dividendi, il metodo Monte Carlo prevede i seguenti passi: 
1. generazione dei sentieri per i prezzi del sottostante a scadenza:  
        
(  
  
 )(   )   √(   ) (75) 
dove   è un numero casuale estratto da una distribuzione normale 
standardizzata; 
2. calcolo del payoff: 
 
          [           ] 
(76) 
3. attualizzazione della media dei payoff ottenuti: 
       
  (   ) [  ] (77) 
dove 
  [  ]  
 
 
∑     [           ]
 
   
 (78) 
In sostanza il metodo Monte Carlo stima il valore dell’opzione calcolando una 
media campionaria degli   payoff attualizzati. Ricordando il teorema centrale 
del limite, al divergere del numero delle traiettorie  , il valore di  [  ] 
attualizzato tende ad una distribuzione normale con media    e varianza 
  
 
. 
Ricordiamo che il teorema centrale del limite è valido nel caso di variabili 
indipendenti e identicamente distribuite. Si noti come la varianza dello stimatore 
tenda ad annullarsi al divergere delle traiettorie. Possiamo quindi ricavare degli 
intervalli di confidenza e possiamo verificare come l’errore della stima sia 
proporzionale a  √  e non dipenda dalla dimensione del problema. In sostanza, 
al fine di migliorare l’accuratezza delle stime, si deve aumentare il numero di 
simulazioni in modo quadratico. Alla base di questi modelli c’è quindi  , il quale 
viene estratto casualmente dalla distribuzione normale standardizzata. È chiaro 
quindi che molti degli sforzi saranno concentrati nell’individuare tecniche di 
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generazione di tali numeri casuali che rispondano a determinati criteri. È 
possibile individuare tecniche che permettono l’estrazione direttamente dalla 
distribuzione di interesse oppure utilizzare tecniche generali che considerano 
numeri casuali generati nell’intervallo unitario che vengono poi opportunamente 
trasformati. La simulazione Monte Carlo è particolarmente indicata per la 
valutazione di opzioni di tipo europeo (esercitabili, cioè, solo alla scadenza) ed 
alle opzioni sentiero dipendenti. 
 
6.3 Metodo Monte Carlo applicato al certificato Express 
In questo paragrafo andremo ad implementare il metodo Monte Carlo nella 
valutazione del certificato di tipo Express, e faremo questo tramite l’utilizzo del 
software MATLAB (versione 7.8.0.347 - R2009a). MATLAB, abbreviazione di 
Matrix Laboratory, è un ambiente per il calcolo numerico e l’analisi statistica che 
comprende anche l’omonimo linguaggio di programmazione creato dalla Math 
Works. L’elemento di base del sistema interattivo MATLAB è un array. Questo 
permette la risoluzione di molti problemi di calcolo, in particolare dei problemi 
con formulazioni vettoriali e matriciali, attraverso l’utilizzo di algoritmi molto 
più semplici e snelli rispetto a quelli che sarebbero necessari in un programma 
scritto con un linguaggio scalare non interattivo, quale ad esempio il fortran. Il 
programma di pricing si basa su di un certificato Express caratterizzato da: 
 presenza di tre date di osservazione intermedie; 
 pagamento a scadenza, nel caso si verifichi         e         (  )  
 , di un premio maggiore rispetto ai casi di estinzione anticipata; 
 monitoraggio della barriera per tutta la  durata del contratto. 
La struttura snella del programma consente, con dei semplici cambiamenti, di 
poterlo adattare ad un certificato Express differente da quello preso in esame. 
Cominciamo col presentare le variabili definite nel programma, le quali 
rappresentano le caratteristiche proprie del certificato: 
  : numerosità del campione; 
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   : livello iniziale del sottostante; 
      : volatilità annuale del sottostante; 
  : tasso d’interesse per investimenti privi di rischio; 
  : scadenza finale; 
  : livello della barriera; 
   : prima data di osservazione intermedia; 
   : seconda data di osservazione intermedia; 
   : terza data di osservazione intermedia; 
  : numero di intervalli temporali; 
    : livello di trigger in corrispondenza della prima data di scadenza 
anticipata; 
    : livello di trigger in corrispondenza della seconda data di scadenza 
anticipata; 
    : livello di trigger in corrispondenza della terza data di scadenza 
anticipata; 
    : livello di trigger in corrispondenza della data di scadenza; 
  : vettore dei premi. I primi     elementi corrispondono ai premi per le 
scadenze intermedie, l’elemento   è il premio a scadenza nel caso di 
        e         (  )   , mentre l’elemento     è il premio a 
scadenza nel caso di         ; 
Per quanto riguarda   è necessario fare alcune precisazioni, questo perché il 
monitoraggio continuo della barriera pone non poche difficoltà di 
implementazione. Infatti la tecnica in esame analizza il processo evolutivo del 
sottostante, non garantendo che nel continuo la barriera possa essere o meno 
toccata. Presa coscienza di questo limite, consapevoli che la possibilità di 
ottenere buoni risultati è tanto maggiore quanto più la simulazione riesca a 
riprodurre la continuità del monitoraggio, dobbiamo in ogni caso ponderare la 
scelta di   in modo che garantisca tempi computazionali non eccessivamente 
dilatati. Per questo abbiamo scelto il valore di   che riproduca i giorni di Borsa 
aperta, ovvero     in un anno, proprio perché il certificato in esame viene 
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scambiato principalmente sul mercato regolamentato di Borsa Italiana. Un 
ulteriore elemento che ci ha portati a confermare questa scelta risiede nel fatto 
che alcuni certificati presenti nel mercato hanno un monitoraggio della barriera di 
tipo discreto, con cadenza giornaliera sul valore di chiusura; in questo caso 
l’implementazione da noi proposta risulta essere la migliore possibile. 
Il programma si compone di due parti, così come segue: 
PROGRAMMA PRINCIPALE 
clear 
disp('Introdurre il numero di simulazioni da effettuare: ') 
   N= input('N= '); 
disp('Introdurre il livello iniziale del sottostante: '); 
   S0= input('S0= '); 
disp('Introdurre la volatilità del sottostante: '); 
   sigma= input('sigma= '); 
disp('Introdurre il tasso d''interesse privo di rischio: '); 
   r= input('r= '); 
disp('Introdurre il livello della barriera: '); 
   B= input('B= '); 
disp('Introdurre i livelli di trigger: '); 
   TR1= input('   primo   = '); 
   TR2= input('   secondo = '); 
   TR3= input('   terzo   = '); 
   TR4= input('   quarto  = '); 
disp('Introdurre i premi corrisposti dal certificato: '); 
   P(1)= input('premio al tempo 1 (nel caso di S1>=TR1)         = '); 
   P(2)= input('premio al tempo 2 (nel caso di S2>=TR2)         = '); 
   P(3)= input('premio al tempo 3 (nel caso di S3>=TR3)         = '); 
   P(4)= input('premio a scadenza (nel caso di ST<TRT & minS>B )= '); 
   P(5)= input('premio a scadenza (nel caso di ST>=TRT)         = '); 
disp('Il certificato ha durata quadriennale: '); 
   disp('   1° anno: prima data di osservazione intermedia'); 
   disp('   2° anno: seconda data di osservazione intermedia'); 
   disp('   3° anno: terza data di osservazione intermedia'); 
   disp('   4° anno: scadenza finale del certificato'); 
   t1= 1; 
   t2= 2; 
   t3= 3; 
   T = 4; 
disp('Ai fini del calcolo utilizzeremo i giorni di Borsa aperta'); 
   disp('   M= 4 anni per 252 giorni'); 
   M= 1008; 
risultato_scontato=zeros(1,N); 
Z= 0; 
for i=1:N 
    Z=Sentiero(S0,sigma,r,B,M,t1,t2,t3,T,TR1,TR2,TR3,TR4,P); 
    risultato_scontato(i)=Z; 
end 
prezzo= mean(risultato_scontato); 
errore= std(risultato_scontato)/sqrt(N); 
lower = prezzo-1.96*errore; 
upper = prezzo+1.96*errore; 
disp(['Il prezzo simulato è ', num2str(prezzo) ]); 
disp(['L''errore è ', num2str(errore) ]); 
disp(['L''intervallo di confidenza al 95% è ', num2str(lower) ,' - ', 
num2str(upper) ]); 
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FUNZIONE SENTIERO 
 
function Z = Sentiero(S0,sigma,r,B,M,t1,t2,t3,T,TR1,TR2,TR3,TR4,P) 
dt= T/M; 
S= zeros(1,M); 
S_temp=S0; 
alpha= r-sigma^2/2; 
t1u=  ceil(t1*(M/T)); 
t1d= floor(t1*(M/T)); 
t2u=  ceil(t2*(M/T)); 
t2d= floor(t2*(M/T)); 
t3u=  ceil(t3*(M/T)); 
t3d= floor(t3*(M/T)); 
if (t1d>t1u) || (t2d>t2u) || (t3d>t3u) 
    % messaggio di errore ed uscita dalla funzione 
end 
for i=1:M 
    S(i)=S_temp*exp(alpha*dt+sigma*randn*sqrt(dt)); 
    S_temp=S(i); 
end 
%calcolo dei coefficienti angolari e dei valori interpolati 
m1= ( S(t1u) - S(t1d) ) / dt; 
m2= ( S(t2u) - S(t2d) ) / dt; 
m3= ( S(t3u) - S(t3d) ) / dt; 
S_t1= S(t1d) + m1 * ( (t1*(M/T) - t1d) * dt); 
S_t2= S(t2d) + m2 * ( (t2*(M/T) - t2d) * dt); 
S_t3= S(t3d) + m3 * ( (t3*(M/T) - t3d) * dt); 
%confronto con i trigger alle date di osservazione intermedie e 
finale 
if S_t1>=TR1 
    Z=exp(-r*1)*P(1); 
else 
    if S_t2>=TR2 
        Z=exp(-r*2)*P(2); 
    else 
        if S_t3>=TR3 
            Z=exp(-r*3)*P(3); 
        else 
            if S(M)>=TR4 
                Z=exp(-r*4)*P(5); 
            else 
                if min(S)>B 
                    Z=exp(-r*4)*P(4); 
                else 
                    Z=exp(-r*4)*S(M); 
                end 
            end 
        end 
    end 
end 
 
Nella prima parte, chiamata “Programma Principale”, si definiscono le variabili 
che rappresentano il certificato mentre nella seconda, chiamata “Funzione 
Sentiero”, si definisce la function richiamata tramite il programma principale. 
Nelle prime istruzioni del “Programma Principale” troviamo le definizioni e le 
conseguenti richieste di inserimento delle variabili che descrivono il certificato; 
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successivamente troviamo un “ciclo for” che ripete un numero finito di volte, 
pari alla numerosità del campione, la function Sentiero, salvando i risultati in un 
vettore precedentemente inizializzato a zero. Successivamente si calcola il prezzo 
come media del vettore “risultati_scontati”, il quale contiene valori che sono stati 
già attualizzati al tempo iniziale di valutazione. In ogni simulazione il payoff 
viene corrisposto ad un’epoca diversa rispetto agli altri, per cui l’unica possibilità 
di implementare questa caratteristica è quella di calcolare ciascuna 
attualizzazione separatamente dalle altre, salvando il risultato in un vettore e 
calcolandone la media successivamente. Per finire calcoliamo l’errore standard 
della stima e l’intervallo di confidenza per il prezzo del certificato. In questo caso 
abbiamo utilizzato       , corrispondente ad un intervallo di confidenza pari 
al    . Per ottenere specifici intervalli di confidenza bisogna opportunamente 
scegliere   dalla tabella della distribuzione normale standard. 
Indicando con   la stima del valore corrente del certificato, l’intervallo di 
confidenza per il prezzo dello strumento è: 
   
  
√ 
           
  
√ 
 (79) 
l’incertezza circa il valore del derivato è inversamente proporzionale alla radice 
quadrata del numero delle simulazioni. Difatti, per raddoppiare l’accuratezza di 
una stima dobbiamo quadruplicare il numero delle simulazioni, mentre per 
decuplicarla dobbiamo centuplicarne il numero. Si evidenzia bene come un 
aumento dell’accuratezza comporti un aumento esponenziale del peso 
computazionale. 
Nella “function Sentiero”, per generare il cammino aleatorio del sottostante, 
troviamo un “ciclo for” all’interno del quale viene generato il vettore   di 
dimensione  , in corrispondenza del quale si trova la scadenza del certificato. 
Per impostare il monitoraggio discreto, si è reso necessario fare un’interpolazione 
lineare tra due punti per ciascuna data di osservazione intermedia. Questo perché 
potrebbe accadere che l’istante di valutazione    non corrisponda ad un indice 
temporale discreto intero del vettore  . A questo proposito abbiamo introdotto le 
variabili    ,    ,    ,    ,    ,     calcolate tramite le funzioni ceil() e 
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floor(). Queste funzioni restituiscono i valori interi più vicini, rispettivamente 
maggiore e minore, dell’argomento della funzione: nel nostro caso restituiscono 
l’indice del vettore   immediatamente precedente il tempo di valutazione e 
quello immediatamente successivo. Possiamo quindi calcolare il coefficiente 
angolare della retta che passa per i due valori del vettore   rapportando tra loro le 
differenze dei punti sugli assi cartesiani:  
 (   )  (   )
  
, dove    rappresenta il 
tempo che intercorre tra due istanti di tempo successivi, ovvero l’intervallo di 
tempo tra ogni elemento del vettore   ed il successivo. Infine calcoliamo il valore 
di  (  ) usando la formula della retta:  (  )   [(   (   )     )  ]  
 (   ). Adesso disponiamo di ciascun punto in corrispondenza delle date di 
osservazione intermedia e possiamo assegnare il premio in base all’evoluzione 
del cammino seguito dal sottostante. Costruiamo quindi una serie di “if(), else” 
annidati, nel quale si valutano delle espressioni logiche e  si esegue un gruppo di 
istruzioni a seconda della veridicità dell’argomento. In questa maniera si 
confronta in ogni data di osservazione il sottostante con il corrispondente livello 
di trigger, assegnando il premio corrispondente alla variabile  . Come già 
spiegato in precedenza il premio viene opportunamente scontato al tasso risk free 
prima di essere passato indietro al “Programma Principale” per calcolarne la 
media. 
 
6.4 APPLICAZIONE VI: Monte Carlo su certificato Express a 4 anni 
Riprendiamo il certificato di durata quadriennale visto nel Capitolo 4 ai Paragrafi 
4.7 e 4.10 Il pricing attraverso l’uso del modello binomiale risultava pari a 
       . È interessante applicare la simulazione Monte Carlo, tramite il 
programma creato con MATLAB, al medesimo certificato e confrontare i 
risultati ottenuti. In Tabella 10 (Pagina 109) sono riportati i valori della 
simulazione per valori crescenti del numero di campionamenti  . 
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SIMULAZIONE MONTE CARLO ALL’AUMENTARE DEL CAMPIONE N 
                                         
             92,61                         
                                                       
Tabella 10: Simulazione Monte Carlo all'aumentare del campione n 
Dalla simulazione si evidenzia bene come al progressivo aumentare della 
numerosità del campione il prezzo tenda a stabilizzarsi sempre più intorno ad un 
valore. In particolare con un numero di simulazioni pari a     il prezzo del 
certificato è         con un errore pari a         . Il prezzo trovato è 
assolutamente in linea con quello trovato tramite l’applicazione del modello 
binomiale: questo fatto è una dimostrazione della bontà del nostro programma di 
pricing. 
 
6.5 APPLICAZIONE VII: Dalla teoria all’evidenza empirica 
Dopo aver sviluppato un programma di pricing attraverso il linguaggio 
MATLAB ed averne verificato la validità in un contesto teorico, il prossimo 
passo sarà quello di analizzare una sua applicazione nel mercato reale. A questo 
proposito scegliamo un certificato scambiato sulla piattaforma X-Markets di 
Deutsche Bank. Nello specifico prendiamo il certificato Express identificato dal 
codice                   (codice di negoziazione          ) avente 
come sottostante il titolo azionario Tesla Motors Inc
52
. Le caratteristiche di 
questo strumento sono
53
: 
 data di emissione     ⁄      ; 
 data di scadenza           ; 
 durata   anni; 
 presenza di   date di osservazione intermedia semestrali; 
 livello del sottostante all’emissione pari a         ; 
                                                          
52 http://www.it.x-markets.db.com/IT/showpage.asp?pageid=55&inrnr=145&pkpnr=1466097&inwpnr=65. 
53 http://www.it.x-markets.db.com/pdf/IT/termsheet/termsheetDE000DE3WCE6.pdf. 
 110 
 
 livello di barriera di tipo europeo pari al     del livello iniziale del 
sottostante:        ; 
 livello di trigger costante per tutte le date di osservazione pari al      
del livello iniziale del sottostante; 
 alla prima data di osservazione intermedia     ⁄      , se si verifica 
l’evento            il contratto si estingue pagando un premio pari a 
        ; 
 alla seconda data di osservazione intermedia     ⁄      , se si verifica 
l’evento            il contratto si estingue pagando un premio pari a 
        ; 
 alla terza data di osservazione intermedia     ⁄      , se si verifica 
l’evento            il contratto si estingue pagando un premio pari a 
        ; 
 alla quarta data di osservazione intermedia     ⁄      , se si verifica 
l’evento            il contratto si estingue pagando un premio pari a 
        ; 
 alla quinta data di osservazione intermedia     ⁄      , se si verifica 
l’evento            il contratto si estingue pagando un premio pari a 
        ; 
 alla data di scadenza si possono verificare tre scenari: 
1. se il valore del sottostante è maggiore o uguale al livello di trigger 
viene corrisposto un premio pari a         . 
2. se il valore del sottostante è minore del livello di trigger ma 
superiore al livello di barriera viene corrisposto un premio di      . 
3. se il valore del sottostante è inferiore o uguale al livello della barriera 
si partecipa alla performance (negativa) del sottostante. 
Prima di proseguire nell’applicazione del modello, dobbiamo reperire i dati circa 
la volatilità del sottostante ed il tasso risk free presente nel mercato alla data di 
valutazione del certificato. Inoltre bisogna tenere in considerazione il fatto che il 
sottostante paga dividendi durante la vita del certificato. Questo influisce sulla 
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costruzione dei sentieri temporali, per questo abbiamo provveduto a correggere 
opportunamente l’equazione che descrive il processo seguito dal prezzo del 
sottostante nel seguente modo: 
       
(    
  
 )    √  (80) 
Abbiamo introdotto il termine   che rappresenta il dividend yield o rapporto 
dividendo-prezzo, calcolato rapportando l’ultimo dividendo annuo per azione 
corrisposto agli azionisti (o annunciato) con il prezzo in chiusura dell’anno di 
una azione ordinaria. Tuttavia, al giorno d’oggi la società non ha emesso ancora 
nessun dividendo ed ha dichiarato di voler trattenere tutti i guadagni futuri per 
finanziare la crescita e che al momento quindi non prevede di pagare alcun 
dividendo nel prossimo futuro
54,55
. Per questo possiamo impostare    . Il dato 
circa la volatilità annuale ce lo fornisce Teleborsa
56
 ed è pari a          . 
Infine, per quanto riguarda il tasso di interesse per investimenti privi di rischio, 
essendo il sottostante quotato sul mercato statunitense, abbiamo preso come 
riferimento il tasso del Treasury Bill in data     ⁄     ⁄  dal sito dell’U.S. 
Department of the Treasury
57
, il quale fornisce giornalmente la curva dei tassi di 
interesse. Il tasso a 1 anno è pari a      . A questo punto disponiamo di tutti i 
dati per effettuare il pricing, dobbiamo solamente fare alcune modifiche al 
programma per adattarlo opportunamente al certificato Express in esame. Le 
modifiche apportate sono le seguenti: 
 aumento delle date di osservazione intermedia da tre a cinque, con 
conseguente aumento del numero dei premi; 
 aumento della frequenza delle date di osservazione intermedia da annuale 
a semestrale nei mesi di giugno e dicembre; 
 definizione di un livello di trigger unico per tutte le date di osservazione; 
 modifica del monitoraggio della barriera, effettuato solo a scadenza; 
                                                          
54
 http://ir.teslamotors.com/faq.cfm. 
55
 http://www.bloomberg.com/quote/TSLA:US. 
56
 https://www.teleborsa.it/azioni-estero/tesla-motors-inc-tsla-us88160r1014-MDQuVFNMQQ==. 
57
 http://www.treasury.gov/resource-center/data-chart-center/interest-
rates/Pages/TextView.aspx?data=yieldYear&year=2013. 
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 modifica del premio corrisposto nel caso di         e     . In 
questo caso l’investitore ottiene una cifra più bassa rispetto al pagamento 
che avrebbe ricevuto nei casi di estinzione anticipata. 
PROGRAMMA PRINCIPALE 
clear 
disp('Introdurre il numero di simulazioni da effettuare: ') 
   N= input('   N= '); 
disp('Introdurre il livello iniziale del sottostante: '); 
   S0= input('   S0= '); 
disp('Introdurre la volatilità del sottostante: '); 
   sigma= input('   sigma= '); 
disp('Introdurre il tasso d''interesse privo di rischio: '); 
   r= input('   r= '); 
disp('Introdurre il dividend yield: '); 
   q= input('   q= '); 
disp('Introdurre il livello della barriera: '); 
   B= input('   B= '); 
disp('Introdurre il livello di trigger comune per tutte le date: '); 
   TR= input('   trigger= '); 
disp('Introdurre i premi corrisposti dal certificato: '); 
   P(1)= input(' premio al semestre 1 (nel caso di S1>=TR)     = '); 
   P(2)= input(' premio al semestre 2 (nel caso di S2>=TR)     = '); 
   P(3)= input(' premio al semestre 3 (nel caso di S3>=TR)     = '); 
   P(4)= input(' premio al semestre 4 (nel caso di S4>=TR)     = '); 
   P(5)= input(' premio al semestre 5 (nel caso di S5>=TR)     = '); 
   P(6)= input(' premio a scadenza (nel caso di ST<TRT & ST>B )= '); 
   P(7)= input(' premio a scadenza (nel caso di ST>=TRT)       = '); 
disp('Il certificato ha durata triennale e cadenza semestrale: '); 
   disp('   1° semestre: prima data di osservazione intermedia'); 
   disp('   2° semestre: seconda data di osservazione intermedia'); 
   disp('   3° semestre: terza data di osservazione intermedia'); 
   disp('   4° semestre: quarta data di osservazione intermedia'); 
   disp('   5° semestre: quinta data di osservazione intermedia'); 
   disp('   6° semestre: scadenza finale del certificato'); 
   t1= 0.5; 
   t2=   1; 
   t3= 1.5; 
   t4=   2; 
   t5= 2.5; 
   T =   3; 
disp('Ai fini del calcolo utilizzeremo i giorni di Borsa aperta'); 
   disp('   M= 3 anni per 252 giorni'); 
   M= 756; 
risultato_scontato=zeros(1,N); 
Z= 0; 
for i=1:N 
    Z=Sentiero3(S0,sigma,r,q,B,M,t1,t2,t3,t4,t5,T,TR,P); 
    risultato_scontato(i)=Z; 
end 
prezzo= mean(risultato_scontato); 
errore= std(risultato_scontato)/sqrt(N); 
lower = prezzo-1.96*errore; 
upper = prezzo+1.96*errore; 
disp(['Il prezzo simulato è ', num2str(prezzo) ]); 
disp(['L''errore è ', num2str(errore) ]); 
disp(['L''intervallo di confidenza al 95% è ', num2str(lower) ,' - ', 
num2str(upper) ]); 
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FUNZIONE SENTIERO 
function Z = Sentiero3(S0,sigma,r,q,B,M,t1,t2,t3,t4,t5,T,TR,P) 
dt= T/M; 
S= zeros(1,M); 
S_temp=S0; 
alpha= (r-q)-sigma^2/2; 
t1u=  ceil(t1*(M/T)); 
t1d= floor(t1*(M/T)); 
t2u=  ceil(t2*(M/T)); 
t2d= floor(t2*(M/T)); 
t3u=  ceil(t3*(M/T)); 
t3d= floor(t3*(M/T)); 
t4u=  ceil(t4*(M/T)); 
t4d= floor(t4*(M/T)); 
t5u=  ceil(t5*(M/T)); 
t5d= floor(t5*(M/T)); 
if (t1d>t1u) || (t2d>t2u) || (t3d>t3u) || (t4d>t4u) || (t5d>t5u) 
    % messaggio di errore ed uscita dalla funzione 
end 
for i=1:M 
    S(i)=S_temp*exp(alpha*dt+sigma*randn*sqrt(dt)); 
    S_temp=S(i); 
end 
%calcolo dei coefficienti angolari e dei valori interpolati 
m1= ( S(t1u) - S(t1d) ) / dt; 
m2= ( S(t2u) - S(t2d) ) / dt; 
m3= ( S(t3u) - S(t3d) ) / dt; 
m4= ( S(t4u) - S(t4d) ) / dt; 
m5= ( S(t5u) - S(t5d) ) / dt; 
S_t1= S(t1d) + m1 * ( (t1*(M/T) - t1d) * dt); 
S_t2= S(t2d) + m2 * ( (t2*(M/T) - t2d) * dt); 
S_t3= S(t3d) + m3 * ( (t3*(M/T) - t3d) * dt); 
S_t4= S(t4d) + m4 * ( (t4*(M/T) - t4d) * dt); 
S_t5= S(t5d) + m5 * ( (t5*(M/T) - t5d) * dt); 
%confronto con trigger alle date di rilevazione intermedie e finale 
if S_t1>=TR 
    Z=exp(-r*0.5)*P(1); 
else 
    if S_t2>=TR 
        Z=exp(-r*1)*P(2); 
    else 
        if S_t3>=TR 
            Z=exp(-r*1.5)*P(3); 
        else 
            if S_t4>=TR 
                Z=exp(-r*2)*P(4); 
            else 
                if S_t5>=TR 
                    Z=exp(-r*2.5)*P(5); 
                else 
                    if S(M)>=TR 
                        Z=exp(-r*3)*P(7); 
                    else 
                        if S(M)>B 
                            Z=exp(-r*3)*P(6); 
                        else 
                            Z=exp(-r*3)*S(M); 
                        end 
                    end 
                end 
            end 
        end 
    end 
end 
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Con il metodo Monte  Carlo, considerando     simulazioni, il certificato Express 
vale         con un errore di         . La differenza con il prezzo di emissione 
è di       . Questo è sicuramente un ottimo risultato, che mette in luce i pregi del 
metodo Monte Carlo. Difatti, data l’impossibilità di ottenere i dati relativi al 
margine per l’emittente e all’ammontare dei costi di gestione, il prezzo trovato è 
molto vicino a quello di mercato. 
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CONCLUSIONI 
 
Scopo di questo lavoro era di presentare ed approfondire lo studio dello 
strumento finanziario denominato certificato Express. Per questo, dopo aver 
descritto il mondo dei certificati e la loro posizione nel vasto panomara dei 
prodotti di investimento, abbiamo svolto un’attenta analisi dello specifico 
strumento concentrando la nostra attenzione sulla sua struttura finanziaria. Così 
facendo è stato possibile raggiungere una formalizzazione matematica del payoff 
piuttosto semplice e chiara, nonostante una struttura del certificato 
particolarmente complessa. Dopo aver compreso il funzionamento dello 
strumento, abbiamo focalizzato lo studio su alcuni modelli di pricing, con 
l’obiettivo di comprenderne i meccanismi e verificarne la validità dal punto di 
vista matematico. Abbiamo preso in esame sia un metodo discreto, come il 
modello binomiale, sia un metodo stocastico come il metodo Monte Carlo. 
Attraverso il modello binomiale siamo riusciti a ricavare in maniera empirica la 
formula di valutazione grazie alla quale è stato possibile calcolare il prezzo dello 
strumento. Abbiamo inoltre dimostrato che si tratta di una formula applicabile ad 
un certificato Express avente qualsiasi caratteristica. Successivamente è stato 
effettuato il pricing dello strumento attraverso il metodo di simulazione Monte 
Carlo realizzato in maniera computazionale, utilizzando l’ambiente di lavoro 
MATLAB. Anche in questo caso siamo riusciti a creare un programma di pricing 
facilmente adattabile ad un certificato Express avente qualsiasi caratteristica. 
Abbiamo applicato questi due modelli al medesimo certificato teorico, ottenendo 
risultati decisamente allineati tra loro, dandoci piena conferma della validità delle 
procedure implementate. Infine, abbiamo applicato la simulazione Monte Carlo 
al certificato Express scambiato sulla piattaforma X-Markets di Deutsche Bank 
ed identificato dal codice                  , avente come sottostante il 
titolo azionario Tesla Motors Inc. Così facendo abbiamo dimostrato che il prezzo 
ottenuto è coerente con il prezzo di mercato dello strumento, dandoci una 
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ulteriore ed ancora più concreta conferma della correttezza del programma 
sviluppato. 
I certificati di investimento ed in particolare i certificati Express sono strumenti 
finanziari relativamente recenti, con volumi in aumento negli ultimi anni. Per 
questo motivo vi è una limitata informazione riguardo questi prodotti. Questa tesi 
si inserisce in un contesto di relativa carenza di letteratura che abbia come 
oggetto i certificati di tipo Express, fornendone un’analisi matematica e 
finanziaria: per questo motivo si pone sicuramente in una posizione volta ad 
integrare quanto già pubblicato a riguardo di questa categoria di strumenti. 
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